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Aufgabe 1: Baume

1. (3 Punkte) Fugen Sie in die folgenden Rot-Schwarz-Bajeweils die angegebenen Schlissel ein. Zeich-
nen Sie schwarze Knoten als Kreise und rote Knoten als Qieadra

Losung:
Insert(3):
Fall 3 (gespiegelt): Onkel ist schwarz, Knoten ist ein recl8ohn=- Rotation nach links + Umfarben.

Insert(11):
1. Fall 2: Onkel ist schwarz, Knoten ist ein linker SoBnRotation nach rechts
2. Fall 3 (gespiegelt): Onkel ist schwarz, Knoten ist eirhtec Sohn=- Rotation nach links + Umfarben.

Bewertung:
1.5 Punkte pro vollstandig richtigem Baum, keine Teilptenk
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2. (4 Punkte) Loschen Sie aus den folgenden B-Baumen dénuDgt: = 2 jeweils die angegebenen
Schlussel.

Delete(17):
Losung:

1. Fall 3b: Merge 5, 9, 14
2. Fall 3a; Rotate

5,9,12
5 14 /{_]\

(1,34) (78 ](11,12) [ 17 ] (84)(7z8 ) (1 J( 14 ]

Delete(5):
Losung:

Fall 2b: Steal 12

5,19 12,19
(2 J12,15,16)22,28] (2 J(15,16]) (22,28]
Bewertung:

2 Punkte pro vollstandig richtigem Baum, keine Teilpunkte
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3. (2 Punkte) Beschreiben Sie den “One-Pass-Algorithmusi Einfligen von Knoten in einen B-Baum der
Ordnungt. Welches Problem des naiven Einflige-Algorithmus verbiinder One-Pass-Algorithmus?

Losung:

Der One-Pass-Algorithmus steigt in einem B-Baum der Ordnuhbis zu dem Knoten ab, in den ein
neuer Schlussel eingeflugt werden muss. Auf dem Weg doitbérprift der Algorithmus den Fillgrad
jedes Knotens. Alle vollen Knoten milt — 1 Schliisseln werden wahrend des Abstiegs gesplittet.

Ohne den One-Pass-Algorithmus missen Splits nach obpagiest werden. Problem: auf die entspre-
chenden Knoten muss zweimal zugegriffen werden.

Bewertung:
1 Punkt fir One-Pass-Algorithmus,
1 Punkt far Erklarung des Problems ohne One-Pass.

4. (2 Punkte) Geben Sie alle korrekten B-Baume der Ordrniurg 2 an, die die Schliissél, 4,6,8,10
enthalten. Hierbei sollen auch Baume beriicksichtigdery die durch das Einfiigen und spatere Loschen
zusatzlicher Elemente entstehen kdnnen.

LOsung:

Bewertung:
0.5 Punkte pro korrektem Baum,
-0.5 Punkte pro falschem Baum um das Erraten von Baumenrhindern.
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5. Wir betrachten den folgenden Suchbaum:

(=1) ((1,2) (23)) (B.=)
q, q, q

qO 3

Gegeben seien die Wahrscheinlichkeiten der inneren Kngtea 0.25, po = 0.20, ps = 0.15 und der
Blatter gp = 0.25 sowieq; = ¢o = ¢q3 = 0.05.

() (1 Punkt) Berechnen Sie die erwarteten Kosten fur dem aimgegebenen Suchbaum.

LOsung:
Die erwarteten Kosten fiir den gegebenen Suchbaum sind:
2x0254+1%0.20+2%0.154+3%0.25+3%0.00 4+ 3*0.05+ 3 x0.05 =2.20

Bewertung:
1 Punkt fUr korrekte Kosten.

(b) (2 Punkt) Geben Sie den optimalen Suchbaum fiir die atmgen Wahrscheinlichkeiten an. Wie-

viel Kosteneinsparung kann erwartet werden?

(Hinweis: Zusammen mit dem Baum aus Teil (a) existieren Flinkie Baume. Gesucht ist der
Baum mit den optimalen Kosten.)

Losung:

Die zu erwartenden Kosten sind:

1%x0254+2%0.204+3%0.15+2%0.254+3%0.05+4%0.05+4%0.05 =2.15
Die erwartete Einsparung betragt also 0.05.
Bewertung:

1 Punkt fur den optimalen Baum,
1 Punkt fur die korrekte Kostenersparnis.
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Aufgabe 2: Abstrakte Datentypen

In dieser Aufgabe soll ein abstrakter Datentypi i spezifiziert werden. Bei diesem Datentyp handelt es sich
um eine gepackte Liste, d.h. eine Liste, deren ElementeeRaar\Werten und Anzahlen sind. So wird z.B. die
normale Liste mit den vier Buchstabg#, B, B, A] durch die gepackte Lisf¢A, 1), (B, 2), (A, 1)] dargestellt.
Eine solche Kodierung nennt man “Run-Length Encoding” Zk&®RLE).

1. (2 Punkte) Zuerst bendotigen wir einen Hilfstyperste fir normale (ungepackte) Listen von Werten.

Definieren Sie den ADT ISTE fir eine LIFO-Liste mit den folgenden Operationen durafeiSignatur
und geeignete Axiome:

Create Erzeugt eine leere Liste.

Push Fugt ein Element am Anfang der Liste ein.
Top Liefert das erste Element der Liste zuriick.
Pop Entfernt das erste Element der Liste.

IsEmpty Liefert True, falls die Liste leer ist.

Sie kdnnen davon ausgehen, dass der Elementtgpvibereits definiert ist. Ebenso dirfen Sie davon
ausgehen, dass der TymBLEAN fur Wahrheitswerte mifl'rue, False: — BOOLEAN gegeben ist.

LOsung:
Create: — LISTE
Push: WERT x LISTE — LISTE
Top: LISTE — WERT
Pop: LISTE — LISTE
IsEmpty: LISTE — BOOLEAN
Top(Push(t,l)) = t
Pop(Push(t,l)) = 1
IsEmpty(Create()) = True()
IsEmpty(Push(t,l)) = False()
Bewertung:

je 0.25 Punkte fur Signaturen aul¥@reate,
je 0.25 Punkte fur Axiome.
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2. (2 Punkte) Nun definieren wir den ADT IMTE fUr gepackte LIFO-Listen.
Die folgenden Operationen sollen auf einern®ie durchfihrbar sein:
PCreate() Erzeugt eine leere gepackte Liste.

PPush() Fugt einen Wert und die zugehorige Anzahl an den
Anfang der gepackten Liste ein.

Value Liefert den im ersten Element der Liste gespeicherten Weiick.
Count Liefert die im ersten Element der Liste gespeicherte Anzahlick.
PPop Entfernt das erste Element (also das erste Paar) der gepddkte.

PlsEmpty Liefert True, falls die gepackte Liste leer ist.

Sie kdnnen davon ausgehen, dass der Elementtypiwereits definiert ist. AuRerdem dirfen Sie wieder
BOOLEAN benutzen und kbnnen davon ausgehen, dass der RypfiN natirliche Zahlen wie folgt
gegeben ist:

Zero. —  NAT
Succ, Pred: NAT — NAT
IsZero: NAT — BOOLEAN

Pred(Succ(n)) = n
IsZero(Zero()) = True()
IsZero(Succ(n)) = False()

Geben Sie die Signatur von FATE sowie geeignete Axiome an.

LOsung:
PC'reate: — PLISTE
PPush: WERT x NAT x PLISTE — PLISTE
Value: PLISTE — WERT
Count: PLISTE — NAT
PPop: PLISTE — PLISTE
PlsEmpty: PLISTE — BOOLEAN
Value(PPush(w,n,l)) = w
Count(PPush(w,n,l)) = n
PPop(PPush(w,n,l)) = 1
PIsEmpty(PCreate()) = True()
PIsEmpty(PPush(w,n,l)) = False()
Bewertung:

je 0.25 Punkte pro Signatur aul¥€reate und PlsEmpty,
je 0.25 Punkte pro Axiom (wobei die beiden v&isEmpty zusammen zahlen)
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3. Es soll eine OperationRLE definiert werden, die eine gepackte Liste in eine normalgépackte)
Liste Uberfuhrt. Dabei soll der Wert jedes Elements ertdpend der angegebenen Anzahl vervielfaltigt
werden. So soll z.B.

UnRLE(PPush(A,1, PPush(B,2, PPush(A,1, PCreate()))))

ZUu
Push(A, Push(B, Push(B, Push(A, Create()))))

ausgewertet werden kdnnen.

(&) (2 Punkte) Geben Sie Signatur und Axiome timRLE sowie evtl. bendtige Hilfsoperationen
an. Die Datentypen \BRT, LISTE, BOOLEAN und NaT sowie ihre Axiome dirfen vorausgesetzt

werden.
LOsung:
UnRLE: PLISTE — LISTE
UnRLE(PCreate()) = Create()
UnRLE(PPush(w, Zero(),l) = UnRLE(l)
UnRLE(PPush(w, Succ(n),l) = Push(w, UnRLE(PPush(w,n,l)))
Bewertung:

je 0.25 Punkte fur Signatur und 1. Axiom,
0.5 Punkte fur 2. Axiom,
1 Punkt far 3. Axiom.

(b) (2 Punkte) Geben Sie Pseudocode/“Stripped Java” &irQperationUnRLE an. Benutzen Sie
hierfur hdchstens die Operationéheate, Push, PPush, PPop, Value, Count, PIsEmpty, IsZero
und Pred.

LOsung:
Liste UnRLE(PListe I) {
if (PlsEmpty(l)) {
return Create();
} else {
Nat n = Count (I);
PLi ste rest = PPop(l);
if (IszZero(n)) {
return UnRLE(rest);
} else {
Wert w = Val ue(l);
return Push(w, UnRLE( PPush(w, Pred(n),rest)));
}
}
}

Bewertung:
2 Punkte fur korrekte Implemetierung.
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4. (3 Punkte) Es soll eine Operatidity. F definiert werden, die eine normale (ungepackte) Liste bekbm
und eine gepackte Liste liefert, so dass die Originallisieckl entsprechendes Vervielfaltigen wieder
hergestellt werden kann. So soll z.B.

RLE(Push(A, Push(B, Push(B, Push(A, Create())))))

ZUu
PPush(A, 1, PPush(B, 2, PPush(A, 1, PCreate())))

ausgewertet werden kdnnen.
Die Signaturen vorRLE und einer benotigten HilfsfunktioR L £2 sind

RLE: LISTE — PLISTE
RLE2: LISTE x WERT x NAT — PLISTE

Geben Sie Axiome fuRLE und RLE2 an. Die Datentypen \BRT, LISTE, BOOLEAN und NAT sowie
ihre Axiome durfen vorausgesetzt werden.

Losung:
RLE(Create()) =  PCreate()
RLE(Push(w,l)) = RLE2(l,w, Succ(Zero()))
RLE2(Create(),w,n) =  PPush(w,n, PCreate())
RLE2(Push(w,l),w,n) = RLE2(l,w, Succ(n))
RLE2(Push(w,l),v,n) ZY PPush(v,n, RLE2(l,w, Succ(Zero())))
Bewertung:

1 Punkt fur Basisfall leere Liste (Axiome 1 und 2),
1 Punkt fir Axiome 3 und 4,
1 Punkt fur Axiom 5.
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Aufgabe 3: Graphen

1. (2 Punkte) Wenden Sie Dijkstras Algorithmus auf den fotign Grapheis’ mit StartknotenS an. Geben
Sie die Werte aller oberen Schranken nach jedem Durchlauaeptschleife von Dijkstras Algorithmus
in Form einer Tabelle an. Die Tabelle enthalt also einet8géal jeden Knoten € G. Pro Iteration soll
eine Zeile hinzugefugt werden, die die aktuellen oberdmw@tkend (S, v) enthalt. Markieren Sie dabei

in jeder Zeile den Knoten, den Sie auswahlen.

Losung:

Bewertung:

2 Punkte bei vollstandig korrekter Tabelle,

S A B C D FE F |Knoten
0|0 c0o 3 © 2 8 |8
110 18 3 12 2 8 o |D
210 18 3 10 2 8 oo|B
3/0 18 3 9 2 8 17|F
410 13 3 9 2 8 14|C
5/0 13 3 9 2 8 144
6/0 13 3 9 2 8 1l4|F

1 Punkt bei kleinen Rechenfehlern aber richtiger Knoteifv&®dolge,

0 Punkte sonst.
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2. (1 Punkt) Wenden Sie den Algorithmus von Prim an, um einigtmnal spannenden Baum des folgenden
Graphen zu berechnen. Geben Sie dazu die Kanten in der Rageean, in der sie zur Losungsmenge
hinzugefiigt werden. Da alle Kantengewichte verschiedtah geniigt es, jede Kante durch ihr Gewicht

zu identifizieren.

LOsung:
2,3,7,1,4,5

Bewertung:
1 Punkt fur vollstandig richtige Kantenfolge. Keine Trihkte.
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3. Union-Find Strukturen

(a) (1 Punkt) Fuhren Sie die folgenden Operationen mitétialancierung auf einer anfangs leeren
Union-Find Struktur aus. Beachten Sie: Wenn die Hohe @demBe gleich ist, wird der Reprasentant
mit dem kleineren Wert der neue Reprasentant. Zeichnerd&ieentstandenen Wald nach den
Operationen

efor i =1to 5 do
MakeSet (i)

88666

Bewertung:
0.25 Punkte fur alle MakeSet Operationen

e Union(l, 3)
Uni on(2, 5)

Losung:

O»

Bewertung:
0.25 Punkte fur korrekte Operationen.

e Union(4, 5)

LOsung:
[\
(2)

Bewertung:
0.25 Punkte fur korrekte Operation.

e Union(5, 3)

LOsung:
[\
(1)
» O

Bewertung:
0.25 Punkte fir korrekte Operation.
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(b) (1 Punkt) FUhren Sie auf der Union-Find Struktur

N
(5)

nacheinander die folgenden Operationen mit Pfadkommnessis. Zeichnen Sie nach jeder Opera-
tion den entstandenen Baum.

e Find(14)
L ésung:
o
e@
® ©
®
Bewertung:

0.5 Punkte fir korrekten Baum.

e Find(17)
L ésung:
o
OO
Bewertung:

0.5 Punkte fur korrekten Baum.
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(c) (2 Punkte) Geben Sie den Kruskal-Algorithmus in Pse@idde/“Stripped Java” mit Hilfe von
Union-Find Strukturen an. Verwenden Sie dazu die Funktidirept yset , MakeSet , Fi nd und

Uni on.
Losung:
Kruskal (G w)
A = Enptyset
for all v in V do

MakeSet (v)
sort E into non-decreasing order
for each (u,v) in E do
if Find(u) '= Find(v) then
A=A+ {(uv)}
Uni on(u, v)
return A

Bewertung:

0.5 Punkte fur detvak e Set -Block,

0.5 Punkte fur die Sortierung der Kanten,

1 Punkt fur korrekte Schleife tiber die Kanten.
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4. (4 Punkte) Wenden Sie den Algorithmus imic auf den folgenden Graphe&nan. Geben Sie zu jeder

Iteration jeweils den Fluss i&, den Restgraph und das Niveaunetzwerk an.

2/5 1/3
2/4 @
6/7 2/6

S

LOsung:
GraphG RestgraplG NiveaunetzwerIG}
2/5 1/3 2 2 1/3 N 212
3 1 \\\4
2/4 2
) (Ae— al
1 2 .
6/7 2/6 6 4 11 214
Schritt 1:
3/5
2/4
717
Schritt 2:
5/5
0/4
777 6/6 v
Bewertung:

Je 0.75 Punkte fu ; und G’ in der ersten Zeile.
Je 0.5 Punkte fur jeden weiteren Graphen.
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Aufgabe 4: Sortieren

1. (2 Punkte) Sortieren Sie die folgende Zahlenfolge aigfstel mit Hilfe des Algorithmus Merge-Sort aus

der Vorlesung. Verwenden Sie hierbei die iterative Vasa@eben Sie den Inhalt des Arrays nach dem
Zusammenfihren von allen Teilfolgen der gleichen Lange a

Losung:

13|56 (7742|1421 |83(64|22|98|59|11(85|51|19| 73
13|56 (42| 77|14 21|64(83|22|98|11|59(51|85|19]73
13|42 (56| 77|14121|64(83|11|22|59|98|19|51|73]|85
13|14 (2142|5664 |77(83|11|19|22|51|59|73|85]|98
11113(14|19|21|22|42|51|56|59|64|73|77|83|85]|98

Bewertung:
2 Punkte fur korrekte Tabelle.

. (3 Punkte) Fur die vergleichsbasierte Sortierungwlerten wurde in der Vorlesung gezeigt, dass man
mindestens Zeitaufward(n log n) benotigt. Wieso kann ein Algorithmus wie Radix-Sort dam®in)
laufen?

Losung:

Betrachten wir Radix-Sort auf binaren Wortern. AlleWerte stammen aus einem beschrankten und
diskreten Wertebereick0, 1,...,2*}. Um dien Werte zu sortieren, sortieren wir fur jede Stelle (also
k-mal) eine Liste vorD-en undl-en. Dies funktioniert offensichtlich in Linearzeit (alé&(n)). Damit
erhalten wir fUr ein vorn unabhangiges direkt O(k - n) = O(n).

Bewertung:
1.5 Punkte fUr Idee, dass Radix-Sort auf beschrankteskretem Wertebereich arbeitet,
1.5 Punkte fur Begriindung der linearen Laufzeit.



Vorname Name Matr.-Nr. Seite

16 /27

3. (3 Punkte) Gegeben seierPunkte(z;, ;) € R? im Quadrat mit den Eckefl, 0), (0,1), (—1,0) und

(0,-1), d.h,,|z;| + |y;|] < 1. Diese Punkte seien gleichverteilt, d.h. die Wahrschshkkit, dass ein
Punkt in einem Gebiefr innerhalb des Quadrates zu liegen kommt ist proportional Elacheninhalt
vonG.

Beschreiben Sie eine Variante des Bucketsort-Algorithnoies die Punkte nach ihrer Betragssumme
| X |+ |Y'| sortiert und dessen Laufzeit im erwarteten k), d.h. linear ist. Geben Sie eine Definition
fur die verwendeten Buckets sowie eine Begriindung féilideare Laufzeit an.

Losung:
Der Flacheninhalt des Quadrates 2stWir benottigenn Buckets, von denen jeder eine Flache \ffg)n
umschliel3t und den Wertebereich der BetragssummeTegile zerteilt.

Nimmt man die ersten Teilquadrate zusammen, so missen diese einen Flach#nioin A; = 7 - 3

besitzen. Bezelchne; die halbe Diagonale desten Teilquadrats, so gilt fur den Flachenlnhalt ebenso
A =2 rl.

Durch Gleichsetzen erhalten wir % = 2 - r? und damit, unter Beachtung der Randbedingung, dass

positiv ist,r; = /<.

n

Durch Anwendung von Bucket-Sort erhalten wir auf Grund dimichverteilung einen Erwartungswert
von O(n) fur die Laufzeit unseres Algorithmus.

Bewertung:
1 Punkt fur die Begriindung der linearen Laufzeit,
2 Punkte fur die korrekten Buckets.
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Aufgabe 5: Multiple Choice

Bei einigen der folgenden Fragen sind mehrere der vorgegeb&ntworten richtig. Kreuzen Sie alle richtigen
Antworten an. Pro Frage erhalten Sie fUr eine vollstamitigtige Antwort 1 Punkt. Beantworten Sie ein Frage
nicht, so erhalten Sie 0 Punkte. Beantworten Sie eine Fragellstandig oder falsch, so erhalten Sie -0.5
Punkte. Insgesamt kdnnen Sie jedoch in dieser Aufgabe kedgative Punktzahl erhalten.

1. Gegeben sei folgende Rekursionsgleichung
T(1)="7
T(n) :7-T(%)—|—7-n fir n > 1
Wie a3t sichT” dann klassifizieren?
T(n) € Q1)
T(n) € O(nlogn)

T(n) € O(n3)
Keine der obigen Klassifizierungen trifft zu.

OXXX

2. Gegeben sei folgende Rekursionsgleichung
T(1) = 42
T(n) :4-T(g)+8-n2+16-n firn > 1
Wie laf3t sichT” dann klassifizieren?

O T(n) € O(nlogn)
® T(n) € O(n?logn)
® T(n)e€Qn?)

(O Keine der obigen Klassifizierungen trifft zu.

3. In zusammenhangenden Graplier- (V. E) gilt |E| = Q(|V]).
& Richtig (O Falsch

4. Zwei verschiedene spannende Baume eines Graphententhrahdestens eine gemeinsame Kante.

O Richtig & Falsch

5. Welche der folgenden Baume sind Rot-Schwarz-Baume®&istellen schwarze Knoten dar, Quadrate
stellen rote Knoten dar.
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6. Welche der folgenden Baume kdnnen B-Baume sein?

7. Es gibt einen planaren, ungerichteten Graphen mit 5 knael 10 (verschiedenen) Kanten.

(O Richtig & Falsch

8. Die Laufzeiterl; eines AlgorithmusA wurden fir eine Menge von Datensatzen der Grofiegemessen.
Es ergab sich folgender Zusammenhang, wobei sowoht-dégs auch did-Achse eine logarithmische

Skala haben.

A

log 1 p

log IT

Welche asymptotische Komplexitat hatvermutlich?

O 6(n) O ©O(nlogn) ® On?)

9. Bei geschlossenem Hashing betragt der erwartete Aufwam Einfiigen eines Elements in eine Hash-
tabelle mit Belegungsfaktar

O 0(a?) O O(1+a) ® O(%)

10. Die minimale Zahl an Kopieroperationen um eine FolgeL@mgen mit Selection-Sort zu sortieren ist

® ©O(n) O ©(nlogn) O ©(n?



Vorname

Name

Matr.-Nr.

Seite

19/27

11. Jeder ungerichtete Graph= (V, E') mit mehr alsV'| Kanten ist zusammenhangend.

(O Richtig & Falsch

12. Daswersickern eines Elements bei Heap-Sort benofitft: log n) Zeitaufwand.

(O Richtig & Falsch

13. Dijkstras Algorithmus hat auf einem Baum miKnoten einen Aufwand von

® 6

O ©(nlogn) O ©(n?

14. Die Komplexitat des Algorithmus von Dinic auf einem @ienG = (V, E) ist

® OV -|E])

O O(vP) ® o(vlh)




Vorname Name Matr.-Nr. Seite

20/ 27

Aufgabe 6: Dynamisches Programmieren

Gegeben sei ein Stab der Lange N (. Dieser Stab soll an — 1 Stellena; € N,0 < a; <l,i=1,...,n—1
in n Segmente zerteilt werden. Der Einfachheit halber setzemwlerdermy, = 0 unda,, = [ und es gelte
a; < Ajyq Vi.

Die Kosten fiir einen Schnitt durch ein Segment der Lamgbetragenm. Die Kosten, um den Stab an den
vorgegebenen Stellen zu zerschneiden, hangen von deerRelipe der Schnitte ab. Beispiel: Ein Stab der
Lange 10 soll an den Stellen = 5, as = 8 undasg = 9 zerschnitten werden. Schneidet man in der Reihenfolge
a1, as,az SO betragen die Kosteld) + 5 + 2 = 17. Schneidet man in der Reihenfolge, a», a; so betragen die
Kosten hingegen0 + 9 + 8 = 27.

In dieser Aufgabe soll ein auf Dynamischem Programmieresiebender Algorithmus hergeleitet werden,
der die minimalen Kosten berechnet, die anfallen, wenn dal 3erschnitten werden soll. Hierzu bezeich-
nec(i,j),0 < i < j < n die minimalen Kosten um alle Schnitte zwischgrunda; durchzuftihren. Gesucht
ist alsoc(0,n).

1. Geben Sie eine Rekursionsformel i, j) an.
Basisfall: (1 Punkt) Fur alle mit0 < i < nist

c(i,i+1)=0

Rekursion: (3 Punkte) Fiur allg, j mit0 <iundi+ 1 < jundj < n ist

c(i,j) = a; —a; + k:i—l{rll}.?,j—lc(z’ k) + c(k,7)

Bewertung:
1 Punkt fUr Basisfall,
3 Punkte fur Rekursion
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2. (2 Punkte) Geben Sie in Pseudocode/“Stripped Java” @ineBynamischem Programmieren basieren-
den Algorithmus an, def(0, n) berechnet.

Losung:

for i< O0ton —1do
cli,i+ 1]« 0
for h <~ 2tondo
for i <~ 0ton — h do
ji+h
min < cli,i + 1] 4+ c[i + 1, 7]
for k< i+2toj—1do
if c[i, k] + c[k, j] < minthen
min < c[i, k] + c[k, j]
cli, j] < alj] — ali] + min
return c[0, n]

Bewertung:
1 Punkt fur die Reihenfolge der Schleifen, aul3ere Sahidifer Anzahl der Schnitte,
1 Punkt fUr korrekten Inhalt der aufReren beiden Schleifen

3. (2 Punkte) Geben Sie eine kleinste obere Schranke flasymmptotische Laufzeit Ihres Algorithmus an
(mit kurzer Begruindung).

Losung:
Die Tabelle enthalt x n Eintrage. Jeder Eintrag kannd(n) Schritten berechnet werden. Der Gesamt-
aufwand ist dahe® (n?3).

Bewertung:
1 Punkt fur korrekte Antwort,
1 Punkt far Begrundung.
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Aufgabe 7: Hashing
1. Erstellen Sie durch sukzessives Einfiigen von Dateesanit den Schliisselwerten
7,19,24,63,50,73,37,54,43,49, 44
eine Hashtabelle der Lange = 11. Verwenden Sie dazu die Hashfunktion
h(z) =2 mod 11
und

(&) (1 Punkt) geschlossenes Hashing mit linearem Sondieren

Losung:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
54 | 43 24 44 37 49 50 7 19 63 73
7.7 37: 4
19: 8 54: 10— 0
24 2 43: 10—-0—1
63: 8— 9 49: 5
50: 6 44: 0—-1—-2—3
73: 7—-8—-9—-10
Bewertung:

1 Punkt fur eine korrekt ausgefiillte Tabelle, 0 Punktesson

(b) (1 Punkt) geschlossenes Hashing mit quadratischemi&endVerwenden Sie die Variante aus der
Vorlesung, bei der die Quadrate addiert werden.

LOsung:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
73 | 44 24 43 37 49 50 7 19 63 54
7.7 37: 4
19: 8 54: 10
24: 2 43: 10—+0—3
63: 8— 9 49: 5
50: 6 44: 0— 1
73: 7—-8—0
Bewertung:

1 Punkt fur eine korrekt ausgefullte Tabelle, 0 Punktesson
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2. Betrachten Sie nun offenes Hashing, bei dem Kollisionemchd Verkettung von Elementen behandelt
werden.

(a) (1 Punkt) Geben Sie die worst-case Laufzeiter(JiNotation) fir die erfolgreiche Suche, die er-
folglose Suche, das Einfigen und Loschen in einer offéteshtabelle mit regularen (unsortierten)
Listen an.

LOsung:
e Erfolgreiche Suche®(n), gesamte Liste muss durchlaufen werden
e Erfolglose SucheO(n), gesamte Liste muss durchlaufen werden
e Einfugen:O(1), Einfugen am Anfang der Liste

e Loschen:O(n), identisch zu Suche

Bewertung:
0.25 Punkte pro korrekter Laufzeit.

(b) (2 Punkte) Die Listen seien nun sortiert. Geben Sie widaeworst-case Laufzeiten fur die Opera-
tionen erfolgreiche Suche, erfolglose Suche, Einfugaehluioschen an. Welche Variante der Listen
ist effizienter im worst-case?

Losung:

Alle Operationen sind im worst-case @(n), insbesondere auch das Einfigen, weil jetzt die kor-
rekte Position fur das neue Element gefunden werden muomssvdrst-case ist das das Ende der
Liste.

Im worst-case ist also die Variante mit unsortierten List#izienter.

Bewertung:
1 Punkt fur die korrekten Laufzeiten (0.25 Punkte pro Opend,
1 Punkt fur die begriindete Antwort, welche Variante besdte
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Aufgabe 8:

Laufzeitanalyse

1. (2 Punkte) Zeigen oder widerlegen Sie:
f(n) € O(h(n)) Ag(n) € O(h(n)) = f(n) - g(n) € O(h(n) - h(n))

Losung:
Die Aussage ist wahr. Beweis:

f(n) € O(h(n)) = Je1 > 03ng1 > 0Yn >ngp1: f(n) < e -hn)
g(n) € O(h(n)) = Jcz > 03Ing2 > 0Vn >ngo: g(n) < cz-h(n)

f(n) < crh(n)
=f(n)-g(n) <cih(n) - g(n)
=f(n)-g9(n) < cih(n) - c2h(n)
=f(n)-g(n) € O(h(n)-h(n)) mitc:= cica, np := max(ng 1,n0,2)

Bewertung:
2 Punkte fur richtige Losung mit Begriindung,
0 Punkte falls Antwort nicht begriindet.

2. (2 Punkte) Zeigen oder widerlegen Sié? ¢ ©(a™) fiir eine Konstante, > 1.

LOsung:
Die Aussage ist falsch. Beweis:

2n
lim — = lim a" =
n—oo ™ n—o00

Die Funktionen wachsen also nicht gleich schnell und esi§iltZ ©(a™).

Bewertung:
2 Punkte fr richtige Losung mit Begriindung,
0 Punkte falls Antwort nicht begriindet.
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3. (2 Punkte) Zeigen oder widerlegen Sigin?) € O(In(n)).

LOsung:
Die Aussage ist wahr. Beweis:
In(n?) = 21In(n)

In(n?) ist also inO(In(n)) mit ¢ := 2 undng := 1.

Bewertung:
2 Punkte fur richtige Losung mit Begriindung,
0 Punkte falls Antwort nicht begriindet.

. (2 Punkte) Es seiefi(n) := In(In(n)) undg(n) := (In(n))2.
Gilt f € O(g)? Giltg € O(f)? Beweisen Sie lhre Behauptung.

Losung:
Beweis durch Grenzwertbildung:

. f(n) . In(In(n))
w3 gln) b (n(n))?
I'Hopital:
1
R () ISR oY) R 1
P ) e o) s Bl

f(n) wachst also langsamer al&n) und es gilt:f € O(g) undg & O(f).

Bewertung:
1 Punkt fur jede korrekt begriindete Antwort.
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