2.6 Graphen

Definition und Darstellung
Ausspahen von Graphen
Minimal spannende Baume
Kurzeste Pfade
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2.6.5 Maximaler Fluss

Ford-Fulkerson-Methode
Algorithmus von Dinic
Forward-backward propagation
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Flussnetzwerke

* Ein Ist ein Graph
zusammen mit einer
Kapazitatsfunktion und zwel
Knoten g,s aus V mit

Eingangsgrad(g) = Ausgangsgrad(s) =

* Der Knoten ¢ heifst Quelle, der Knoten
heifdst Senke.
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Flussnetzwerke
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Flussnetzwerke

* Ein In einem Netzwerk Ist
eine reellwertige Funktion mit
den Eigenschaften
— Flusserhaltung und
— Kapazitatsbeschrankung
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Flussnetzwerke

» Kapazitatsbeschrankung:

Fluss f(e)=3 Kapazitat c(e)=6
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Flussnetzwerke

* Flusserhaltung: vu eV —{q,s}:

> flv,u)

[
=
s
S

vi(v,u)EE vi(u,v)EE
fzn ('U') .fOUt (u)

Q Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY



Flussnetzwerke

* Flusserhaltung: vu eV —{q,s}:

S f(vuw) S f(u,v)

vi(v,u)EE vi(u,v)EE

J/ J/

Fim (1) Four (w)

=2+6+9=17
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Flussnetzwerke

* Flusserhaltung: vu eV —{q,s}:

Z f(v,u) — Z f(uvv)

vi(v,u)EE vi(u,v)EE
fin ('U') fout (u)

9
/6 fin(u)=2+6+9=17
Z/@/ =2+5+7+3=17
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Flussnetzwerke

e Der Wert eines Flusses 1 ist
definiert als w(f) = fout(q)
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Flussnetzwerke

Gegeben sei ein Flussnetzwerk
Gesucht ist ein Fluss T auf mit
maximalem Wert
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Vereinfachungen

 Erweitere auf

durch
c(u,v) =0, falls (u,v) € E

* Analog: Erweitere
* Wir nehmen an, dass nicht gleichzeitig
(uv)EE (v,u) €E qilt.
sel zusammenhangend, und damit ist
V-1 < E < V?

' Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
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2.6.5 Maximaler Fluss

Flussnetzwerke

Algorithmus von Dinic
Forward-backward propagation

' Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
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Restgraph

e Esseil G ein Flussnetzwerk und f ein
Fluss auf G. Fir alle Paare (u,v) €V~

definiere
c(u,v)-f(u,v) (uv) €E
restf(u,v) = | f(vu (vu) € E
_ 0 sonst
* Das Gr= (V,Ef) Ist dann

definiert durch die Kantenmenge

Ef={(u,v) : rests(u,v) >0}

' Datenstrukturen und Algorithmen
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Restgraph

G=(V,E) Gr=(V,Ex)

0/5
O

5/3
O

4/6
O
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Restgraph

 Essel G ein Flussnetzwerk und 1 ein
Fluss auf G. Ein flussvergrofsernder
Weg p: g=vo,v1,...,Vk=5s Ist ein einfacher
Weg von g nach s im Restgraph Gr. Der
Wert von p ist w(p) = mini w(Vi,Vi+1).

@ 2/5
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Restgraph

 Essel G ein Flussnetzwerk und 1 ein
Fluss auf G. Ein flussvergrofsernder
Weg p: g=vo,v1,...,Vk=5s Ist ein einfacher
Weg von g nach s im Restgraph Gr. Der
Wert von p ist w(p) = mini w(Vi,Vi+1).

@ 2/5

wa| V7
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Restgraph

 Essel G ein Flussnetzwerk und 1 ein
Fluss auf G. Ein flussvergrofsernder
Weg p: g=vo,v1,...,Vk=5s Ist ein einfacher
Weg von g nach s im Restgraph Gr. Der
Wert von p ist w(p) = mini w(Vi,Vi+1).

@ 2/5

1/7

4/4 5/5
Achtung:
“Ruckwarts- > f )
kante” 5/8

=7 2
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Restgraph

 Essel G ein Flussnetzwerk und 1 ein
Fluss auf G. Ein flussvergrofsernder
Weg p: g=vo,v1,...,Vk=5s Ist ein einfacher
Weg von g nach s im Restgraph Gr. Der
Wert von p ist w(p) = mini w(Vi,Vi+1).

@ 3/5

wa| V7
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Ford-Fulkerson-Methode

* FordFulkersonMethod(V,E,c)
alleeE
fle] < 0O
exists fv-path p

increase f along p by w(p)
f

« Zum Beweis der Korrektheit dieser
Methode machen wir einen kleinen
Exkurs...
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* Essei G ein Flussnetzwerk. Ein Schnitt
In G ist eine Partitionierung der
Knotenmenge V=QUS, Q N S=2 mit

und : 3/5 ;
4/5 %
172110/ 2
7
3/3 2/6

' Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY




* Essei G ein Flussnetzwerk. Ein Schnitt
In G ist eine Partitionierung der
Knotenmenge V=QUS, Q N S=2 mit

und 3/5 ;

2/9

/ 2/2
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* Essei G ein Flussnetzwerk. Ein Schnitt
In G ist eine Partitionierung der
Knotenmenge V=QUS, Q N S=2 mit

und : 3/5 ;
4/5 %
1721 |0/7 7
/7
3/3 2/6
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* Die Kapazitat des Schnitts Ist
definiert als

c@S)=  2c(uy)
ueQ,vesS

 Der Fluss uber den Schnitt Ist
definiert als

f(Q,S)= 2 f(uyv) -  2f(vu)

ueQ,ves ueQ,ves

' Datenstrukturen und Algorithmen
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(Max-Flow € Min-Cut)
Fur jeden Fluss f und jeden Schnitt
gilt:

w(f) = (Q,5) < c(Q,5)

Insbesondere: fout(q) = fin(s)
* Beweis: f(Q,S) < ¢(Q,S)
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* Zeige durch Induktion uber
w(f) = 1(Q,5)

* |A:falls ,50 ist Q={q}, S=V-{q} und
damit w(f)=fout(q)=f(Q,S)

* IV:Essei V=QU{x}US,
mit QN S=Q N {x}=SN {x}=2
und es gelte w(f)=f(Q,S U {x})
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fQUz,S) = > flwv)— > flv,u)

ueQUx,veS uEQUx,veES
— Z f(UJ?U) - Z f(va ’LL)
ueQ,veSsS ueQR,ves
_l_Zf(va) o Zf(vrx)
veS veS
T Z f(.fl?,’LL) o Z f(u,a:)
ueQR) UEQ =0
- f@u)+ > flu,)
ueQ uel)
= > fluv)— D> fl,u)=fQ,Suz)
ueQR,veSUx ueEQR,veSUx

Q Datenstrukturen und Algorithmen
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fQUz,S) = > flwv)— > flv,u)

ueQUx,veS uEQUx,veES
— Z f(’LL,’U) - Z f(va ’LL)
ueQ,veSsS ueQR,ves
+Zf(xvv) [ Zf(vrx)
veS veS
=fout(X) = in(X)
T Z f(.fl?,U) o Z f(u,a:)
uEQ ueq)
- f@u)+ > flu,)
ueQ ueQ
= > fluv)— D> fl,u)=fQ,Suz)
ueQR,veSUx ueEQR,veSUx

@ Datenstrukturen und Algorithmen
|
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fQUz,S) = > flwv)— > flv,u)

ueQUx,veS uEQUx,veES
— Z f(UJ?U) - Z f(va ’LL)
ueQ,veSsS ueQR,ves
_l_Zf(va) o Zf(vrx)
veS veS -0
T Z f(.fl?,’LL) o Z f(u,a:)
uEQ ueq)
- f@u)+ > flu,)
ueQ ueQ
= > fluv)— D> fl,u)=fQ,Suz)
ueQR,veSUx ueEQR,veSUx

Q Datenstrukturen und Algorithmen
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(Max-Flow = Min-Cut)

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
a) T ist ein maximaler Fluss
b) enthalt keinen fv-Weg

c) Es gibt einen Schnitt mit
w(f) = c(Q,5)

' Datenstrukturen und Algorithmen
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(Max-Flow = Min-Cut)

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
a) T ist ein maximaler Fluss
b) enthalt keinen fv-Weg

c) Es gibt einen Schnitt mit
w(f) = c(Q,5)

« Bewels: — ¢ — a klar!
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(Max-Flow = Min-Cut)

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
a) T ist ein maximaler Fluss
b) enthalt keinen fv-Weg

c) Es gibt einen Schnitt mit
w(f) = c(Q,5)

e Beweis:a— b —
—w(f) = ¢(Q,S) 2 Min-Cut 2 Max-Flow

7

Lemma
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(Max-Flow = Min-Cut)

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
a) T ist ein maximaler Fluss
b) enthalt keinen fv-Weg

c) Es gibt einen Schnitt mit
w(f) = c(Q,5)

e Beweis:a — — d
—Finde einen Schnitt ...

' Datenstrukturen und Algorithmen
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* Definiere
Q={veV:3 Wegvongnachvin G}
und S = V-0

* Der Schnitt Ist wohldefiniert:

* Fur jedes Paar gilt f(u,v)=c(u,v), da
sonst restr(u,v)>0 und vEQ.

* Fur jedes Paar gilt f(v,u)=0, da sonst
restr(u,v)>0 und vEQ.

 Damit ...

2 ' Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
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2

O

L
I

> c(u,v)

ueQ,vesS

> fluyv) - 2 f(v,u)

ueQ,vesS ueQ,vesS
f(Q,S)
w(f)
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Ford-Fulkerson-Methode

Falls die Ford-Fulkerson-Methode
terminiert, so liefert sie einen
maximalen Fluss.

* Beweis: Terminierung — kein fv-Weg
In Gf = maximal

' Datenstrukturen und Algorithmen
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Ford-Fulkerson-Methode

* Da der Fluss in jeder Iteration um
mindestens eine Einheit erhoht wird,
terminiert die Ford-Folkerson-
Methode.

' Datenstrukturen und Algorithmen
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(Edmonds, Karp)
Die Laufzeit der Ford-Fulkerson-
Methode mit Breitensuche zur
Bestimmung des fv-Weges ist

O(VxE2) = O(V5)

* Beweis: Zeige, dass der Algorithmus
nach O(VxE) lterationen terminiert.

' Datenstrukturen und Algorithmen
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Von lteration zu lteration verringert sich

die Distanz von g zu einem Knoten v im
Restgraph nicht.

* Bewelis des Lemmas: Entlang des fv-

Weges konnen Kanten verschwinden
oder entstehen...

' Datenstrukturen und Algorithmen
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¢ Sei eine Kante auf einem fv-Weqg p,
d.h. wird

 Die Kante kann entstehen,
falls Zuvor war.

* Breitensuche — p ist ein kurzester Weg
— dist(q,v) = dist(q,u) + 1

* Es erhoht sich und wird
evtl. eingefugt. Da dist(q,v) > dist(q,u)
verringern sich die Abstande der Knoten
zu g in diesem Fall naturlich nicht.

' Datenstrukturen und Algorithmen

) AACHEN
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¢ Sel eine Kante auf einem fv-Weqg p,
d.h. wird
 Die Kante kann verschwinden, falls

ZUvor walr.

« Kantenloschungen konnen aber
Distanzen offensichtlich nicht verringern.

' Datenstrukturen und Algorithmen
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* Beweis des Satzes von Edmond-Karp

— Wenn zu Zeitpunkt 1 verschwindet, so liegt
auf einem kurzesten Pfad und es qilt:
disti(q,v) = disti(q,u) + 1

— Wenn ZU einem spateren Zeitpunkt 2
wieder eingefugt wird, so liegt auf einem
kurzesten Pfad, d.h. dist2(qg,u) = dist2(q,v) + 1

— Zwischen den lterationen haben sich die
Abstande nach Lemma nicht verringert, also
distz(qg,u) > dist2(q,v) 2 disti(qg,v) > disti(qg,u)
und damit
distz(qg,u) = disti(qg,u) + 2

' Datenstrukturen und Algorithmen
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 Beweis des Satzes von Edmond-Karp

— Da die maximale Distanz Ist, kann eine
Kante hochstens mal entfernt und wieder
eingefugt werden.

— In jeder Iteration wird mindestens eine
Kante entfernt.

— Es gibt Kanten im Restgraph, also ist die

Zahl der Iterationen hochstens
1/2 xV x 2 x E =VxE
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Beispiel
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2.6.5 Maximaler Fluss

Flussnetzwerke
Ford-Fulkerson-Methode

Forward-backward propagation
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Niveaunetzwerk

* Fur sel
Vi={v € V:dist(q,v) in Gristi}
* Das Niveaunetzwerk G’s= (V,E’srests) ist
definiert durch
Er={(uVv) € Es: AimitueViund vEVi+ }
* Das Niveaunetzwerk G+ kann aus dem
Restgraph Gr durch Breitensuche in Zeit
berechnet werden.
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Niveaunetzwerk

@O

/1 /3

O

/2 /2
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 Essei gein Flussin
* Eine Kante heifdt saturiert, falls
g(e) = rests(e).
heifdst Sperrfluss, wenn jeder Weg von

nach s in mindestens eine
saturierte Kante enthalt.
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* Sperrfluss()
all e in E’s
g(e) <O
exists g-s-path p in G’
Increase g along p
remove all saturated edges from G’

g
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Bei geeigneter Implementierung hat
der Algorithmus zur
Sperrflussberechnung eine Laufzeit

von
* |dee: Tiefensuche mit Backtracking und
Loschen von Sackgassen
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Dinics Algorithmus

* Dinic()
alleink
fle) < 0O
exists g-s-path p in Gr
berechne Niveaunetzwerk G’s

berechne Sperrfluss g in G’
addieregzu f

f N

Beachte
Ruckwartskanten!
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Dinics Algorithmus
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Dinics Algorithmus
3/7 2/4
@ @O

a5l Y/ s 1/ 2/3
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Dinics Algorithmus
5/7 2/4
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Dinics Algorithmus

— Niveau-Graph enthalt immer genau alle
kUrzesten Pfade

— Lange kurzester Pfade erhoht sich um
mindestens 1 nach Sperrfluss

— Maximale Lange: |V]

—y
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Dinics Algorithmus

— Niveau-Graph enthalt immer genau alle
kUrzesten Pfade

— Lange kurzester Pfade erhoht sich um
mindestens 1 nach Sperrfluss

— Maximale Lange: |V]

—y
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Dinics Algorithmus

Die Laufzeit von Dinics Algorithmus ist
O(V?xE)=0(V4).
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2.6.5 Maximaler Fluss

Flussnetzwerke
Ford-Fulkerson-Methode
Algorithmus von Dinic
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Forward-backward propagation

Mit forward-backward propagation
lasst sich ein Sperrfluss sogar in Zeit

berechnen. Der entstehende
Algorithmus hat nur noch einen
Aufwand von
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2.6.5 Maximaler Fluss

* Zusammenfassung

Ford-Fulkerson/Edmonds-Karp

O(V>)

Dinic

O(V4)

Forward-Backward Propagation

0(V?)
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Schnitt-Trick

 Falls nur Wert des maximalen Flusses
berechnet werden soll

* und das Netzwerk nur wenige Knoten
enthalt:
— Berechne direkt minimalen Schnitt

— Max-Flow = Min-Cut => Wert des maximalen
Flusses
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Schnitt-Trick

* Anzahl Schnitte: 21VI-2
» exponentielle Laufzeit

 Aber: keine Residualnetzwerke etc.
» Auf Papier oft schneller

* Viele Schnitte kdnnen ignoriert werden

— Jeder Knoten in Q muss von q aus erreichbar
sein, ohne Knoten aus S zu besuchen

— s muss von jedem Knoten in S aus erreichbar
sein, ohne Knoten aus Q zu besuchen
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Beispiel

G q/ab,cs:12

0/7 0/5
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G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
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G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
q,a,b/c,s:13
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G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
q,a,b/c,s:13
q,a,b,c/s: 10
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Beispiel

G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
q,a,b/c,s:13
q,a,b,c/s: 10
q,a,c/ b,s: 11
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G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
q,a,b/c,s:13
q,a,b,c/s: 10
q,a,c/ b,s: 11
q,b/a,c,s: 15
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G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
q,a,b/c,s:13
q,a,b,c/s: 10
q,a,c/ b,s: 11
q,b/a,c,s: 15
q,b,c/ a,s: ignorieren
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G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
q,a,b/c,s:13
q,a,b,c/s: 10
q,a,c/ b,s: 11
q,b/a,c,s: 15
q,b,c/ a,s: ignorieren
q,c/ a,b,s: ignorieren
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G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
q,a,b/c,s:13
q,a,b,c/s: 10
q,a,c/ b,s: 11
q,b/a,c,s: 15
q,b,c/ a,s: ignorieren
q,c/ a,b,s: ignorieren
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G q/ab,cs:12
qg,a/b,c,s: 11
q,a,b/c,s:13

q,a,c/ b,s: 11
q,b/a,c,s: 15
q,b,c/ a,s: ignorieren
q,c/ a,b,s: ignorieren

Antwort: 10
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* Bildverarbeitung: Intelligent Scissors,
Montage
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* Bildverarbeitung: Intelligent Scissors,
Montage

O—O——0O t-links bestrafen
Sprunge in den

) Farbwerten

()
-/
()
-/
()

O—0—O
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Beispiel

* Bildverarbeitung: Intelligent Scissors,
Montage

t-links bestrafen
Sprunge in den
Farbwerten

n-links bestimmen
die Komponenten
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