2.6 Graphen

Definition und Darstellung
Ausspahen von Graphen

Minimal spannende Baume

Maximaler Fluss
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2.6.4 Kurzeste Pfade

Dijkstras Algorithmus
Floyd-Warshall Algorithmus

Transitive Hulle
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Kurzeste Pfade

* Gegeben sei ein gerichteter, gewichteter
Graph mit Gewichtsfunktion

. Das Gewicht eines Pfades

D = Vo,V1,...,Vk

iIst definiert als
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Kurzeste Pfade
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Kurzeste Pfade

 Das kurzeste Pfad-Gewicht von
Knoten u zu Knoten v ist definiert als

0 (u,v) = min{w(p): p ist Pfad von u nach v}
wobei min @ = oo

 Ein kurzester Pfad von Knoten u zu
Knoten v ist ein beliebiger Pfad p mit

w(p) = 0 (u,v)
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Kurzeste Pfade

Teilpfad

e von kurzesten Pfaden sind

ebenfalls kurzeste Pfade.

|st
nach v,

ein kurzester Pfad von

so Ist fur der

Teilpfad ein kurzester Pfad

von vi nach
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Kurzeste Pfade

Es ist p = poi,pij,pjk und damit
w(p) = w(pio) + w(pij) + W(pjk)
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Kurzeste Pfade

Annahme: Es gibt einen Pfad ¢ von
nach vi mit w(qi))<w(pj)
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Kurzeste Pfade
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Kurzeste Pfade

Gegeben sei ein Graph G=(V,E) und ein
Startknoten s€V. Bestimme zu jedem
Knoten u€YV einen kurzesten Pfad von s
nach u.

Gegeben sei ein Graph G=(V,E). Bestimme
zu jedem Knotenpaar ueVund veV
einen kurzesten Pfad von u nach v.
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Darstellung

Ein Pfad von s nach v wird dargestellt,
iIndem jeder Knoten des Pfades seinen

Vorganger in einem Attribut
speichert.
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Darstellung

In jedem Knoten v des Graphen wird ein
Attribut d gespeichert, das eine obere
Schranke fur das Gewicht des kurzesten

Pfades von s nach v darstellt, d.h. es gilt
Immer die Invariante

O (s,v) £d[v]
 Ein Knoten heifdt , falls die
Oberschranke minimal ist, d.h. falls

O(s,v)=d[V]
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Darstellung

* InitializeSingleSource(G,s)
eachveyV

dlv ] e o

p[ V] < NIL
d[s]< 0

' Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY



Darstellung

Die Oberschranke kann verbessert
werden, wenn eine Kante von u nach
existiert, so dass

dlu] + w(u,v) < d[V]

Ist. In diesem Fall setzt man

d[v] < d[u] + w(u,v)
plv] < u
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5
O ()

dju] = 2 d[v] =9
plu] =7 p[v] =7

@ Relaxation

O————Q@®
d[u] = 2 d[v] =7
p[u] =7 p[v]=u
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* Relax(u,v)

d[v] > d[u] + w(u,v)

d[v] < d[u] + w(u,v)

p[v] < u
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Negative Gewichte

* Prinzipiell sind gewichtete Graphen mit
negativen Gewichten zulassig, dadurch
kann aber die Frage nach kurzesten
Pfaden unsinnig werden.
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2.6.4 Kurzeste Pfade

Definition und Eigenschaften

Floyd-Warshall Algorithmus

Transitive Hulle
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Dijkstras Algorithmus

* Dijkstras Algorithmus lost das single-
source shortest-path Problem fur den

Fall, dass alle Kantengewichte positiv

sind.
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Dijkstras Algorithmus

1.Es sei 5 eine anfangs leere Menge von
Knoten.

2. Wahle einen Knoten mit
minimaler Oberschranke

3.Fuge v In S ein und relaxiere alle von
ausgehenden Kanten.

4. Gehe zu Schritt 2 falls
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Algorithmus

* Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s)
S 0o
Q<V
Q#2
u < ExtractMinimum(Q)
S<—S U {u}
each v € Adj[u]
Relax(u,v)
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Es sel ein gerichteter,
gewichteter Graph mit nichtnegativer
Gewichtsfunktion w und ein
Startknoten. Dann gilt: Dijkstras
Algorithmus angewandt auf
terminiert mit d[v] = & (s,v) fir alle
Knoten
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Es gilt d[v]=0 (s,v) fir alle Knoten :

d.h. alle Knoten in S sind final.

Vor Ausfuhrung der Schleife ist und

die Schleifeninvariante gilt trivialerweise.
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Behauptung: Es gilt d[v]=

o (s,v) fir jeden

Knoten v der zu S hinzugefugt wird.

— Beweis durch Widerspruc

N: Es sei u der

erste Knoten, fur den d[u
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Es sei u der erste Knoten, flir den d[u]#0(s,u) ist...

Ist von s erreichbar, es
gibt also einen kurzesten
Pfad p von s nach
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Es sei u der erste Knoten, flir den d[u]#0(s,u) ist...
Es seil v der erste Knoten

auf p, der nicht in S liegt
und x sei sein
Vorganger.
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Es sei u der erste Knoten, flir den d[u]#0(s,u) ist...

d[y]=0(s,y) Teilpfade von kiirzesten
Pfaden sind kurzeste

Pfade, wurde bereits
relaxiert, also ist d[y]=0
(s,y)
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Es sei u der erste Knoten, flir den d[u]#0(s,u) ist...

d[y]=0(s,y) U wird von Dijkstras
Algorithmus vor
ausgewahlt, also ist d

[u]<d]y]
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Es sei u der erste Knoten, flir den d[u]#0(s,u) ist...

Es gilt
d[y]=0(s,y)<0(s,u)<d[u]
und
dlu]sdly]

also
d[y]=0(s,y)=0(s,u)=d[u]
und insbesondere
d[u]=0(s,u)
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Terminierung wenn , also wegen

. wenn
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Implementierung der Priority-Queue

durch einen binaren Heap.
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* Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s)
S <o Initialisierung: O(V)
Q<—V
Q#2
u < ExtractMinimum(Q)
S<—S U {u}
each v € Adj[u]
Relax(u,v)
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* Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s)  Aufwand fiir

S« binaren Heap
Q—V - o)
Q#o
u < ExtractMinimum(Q)

S<—S U {u \
each v € Adj[u]
Relax(u,v) /
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* Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s) Schleife wird V

S «— o mal durchlaufen,
- insgesamt also O
Qv (VxlogV)

Q#@ e

u < ExtractMinimum(Q)
S<—S U {u}
each v € Adj[u]
Relax(u,v)
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* Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s)

S—o
Q<V
O#0 |
I . Jede Kante wird
u <= ExtractMinimum(Q) hochstens einmal
S5 U {u} relaxiert,
each v Adj[u] Insgesamt also O
— (ExlogV)
Relax(u,v) -
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* Dijkstra(G,s)
InitializeSingleSource(G,s) |
S0
Q<—V

Q#2
u < ExtractMinimum(Q)
S<—S U {u} O((E+V)xlog V)
each v € Adj[u]
Relax(u,v)

O(V)

| L
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-alls G zusammenhangend ist, so hat

Dijkstras Algorithmus einen Aufwand

von

O(Exlog V)
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2.6.4 Kurzeste Pfade

Definition und Eigenschaften

Dijkstras Algorithmus

Transitive Hulle
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Kurzeste Pfade

Gegeben sei ein Graph G=(V,E) und ein
Startknoten s€V. Bestimme zu jedem
Knoten u€YV einen kurzesten Pfad von s
nach u.

Gegeben sei ein Graph G=(V,E). Bestimme
zu jedem Knotenpaar und
einen kurzesten Pfad von u nach
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Kurzeste Pfade

* |In diesem Abschnitt gehen wir davon
aus, dass ...

— ... die Knotenmenge V' des Graphen oBdA
ISt.

— ... die gewichteten Kanten in einer

Adjazenzmatrix gespeichert sind.

' Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY



Floyd-Warshall Algorithmus

e Es sei ein einfacher Pfad.
Die Knoten heifden
/wischenknoten des Pfades.

* Essel Pr die Menge der Pfade, deren
samtliche Zwischenknoten in
liegen.

—
- -
” -~ o - -
-
- -
s - - - \\

enthalt nur Zwischenknoten v mit
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Floyd-Warshall Algorithmus

* |dee: Dynamisches Programmieren

— Rekursionsformel fur die Gewichte der

kurzesten Pfade

— Rekursionsformel fur die
Vorgangerattribute
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Floyd-Warshall Algorithmus

Es sei das Gewicht eines
kurzesten Pfades von Knoten | nach

Knoten | in P.. Insbesondere ist also
das Gewicht eines kurzesten Pfades
von I nach | in
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Floyd-Warshall Algorithmus

Falls , SO durfen auf den Pfaden in
uberhaupt keine Zwischenknoten
iegen, d.h. die Lange der Pfade ist

nochstens | und wir haben do[i,j] = w

(1)),
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Floyd-Warshall Algorithmus

Es sel pi ein kurzester Pfad von | nach
In
— Fall 1: Ist k kein Zwischenknoten von pi,

so ist pi; auch ein kurzester Pfad von
nach | in und somit di[l,J] = dk-1[l,]]

—
- -
” \\ - -
-
-~
- - - \\
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Floyd-Warshall Algorithmus

Es seil pi ein kurzester Pfad von | nach | in

— Fall 2: Ist k ein Zwischenknoten von pi, so ist
ein kurzester Pfad von | nach k in und
ein kurzester Pfad von k nach | in und

somit di[i,j] = di-1[i,k] + dk-1[K,]]
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Floyd-Warshall Algorithmus

() =0
dil1,)] { min(di-1[1,j], dk-1[1,k]+dk-1[k,j]) k>0
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Floyd-Warshall Algorithmus

Es sel der Vorganger von | auf

einem kurzesten Pfad von | nach
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Floyd-Warshall Algorithmus

Moglich sind nur Pfade der Lange 1.

. _{ oo falls i =j oder w(i,]) = o
poll,J] = | fallsi#jund w(i,j) <o
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Floyd-Warshall Algorithmus

— Fall 1; Ein kurzester Pfad in P. enthalt den
Knoten k nicht, also:

dk-1[1,]] € dk-1[i,K] + dik-1[K,]]
Dann ist p«[i,j] = pk-1[1,]]-
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Floyd-Warshall Algorithmus

— Fall 2;: Ein kurzester Pfad in P. enthalt den
Knoten k, also:

di-1[1,J] > dk-1[1,k] + dk-1[K,]]
Dann ist p[i,j] = pk-1[k,j].
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Floyd-Warshall Algorithmus

 Rekursionsformel

pk-1[i,j]] falls dk-1[i,j]<€dk-1[i,k]+dk-1[k,j]
pk-1[k,j] sonst

puif] ={
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Floyd-Warshall Algorithmus

* FloydWarshall(W)
Do — W

Po < ..
k<—1ton
@ l<—1ton
\ J<_1 N

& P di-1[i,j] € di-1[i,k]+di-1[K,j]

€ P! @ dk[!,!] — dk—1:!,!]
L, pk[1,]] < px-1[1,]]

2
G) di[i,)] < di-1[1,k]+dk-1[K,]]
pk[I’J] — pk‘l[k’j]
Dn, Pn
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Beispiel
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O |5 |9 |eo 2
o () o 3 8

4

le)s =i 0

Do—-1 =‘ Po-1 =‘
1
4
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Beispiel

Do—1= ‘ Po-1= ‘
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Beispiel

Do—1= ‘ Po-1= ‘
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Beispiel

Do—¢ Po—»¢
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Beispiel

Do—¢ Po—»¢
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Beispiel

Do—¢ Po—»¢

O 5 9 |02
o () o 3 8
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Beispiel

Do—¢ Po—»¢

O 5 9 |02
o () o 3 8
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D1= P1=

0 59 02 01 1 o1
0o 0 003 |8 ||oo o0 o0 2 2
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* Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY



74
7 9

Di-2= ‘ Pi-2= ‘

O 5 9 02 o001 1 o1
0 |J |0 3 8 | o0 o0 o0 2 2

6
)?*ooeo«»oo 00 3 oo 0 oo

4 9 1 0 6 4 1 4 |1
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Floyd-Warshall Algorithmus

* FloydWarshall(W)
Do — W
_Po — ...
“fork<—=11ton
l<—1ton
O(n%) j—1lton
di,ij <= min(dk-1,ij, dk-1,ik*dk-1kj)

' Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY



Floyd-Warshall Algorithmus

Der Floyd-Warshall Algorithmus hat
einen Aufwand von

O(V?)
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2.6.4 Kurzeste Pfade

Definition und Eigenschaften
Dijkstras Algorithmus
Floyd-Warshall Algorithmus
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Transitive Hulle

Es sei G=(V,E) mit V={1,...,n} ein Graph.
Die transitive Hulle von G ist definiert
als

G'=(V,E")
mit
E'={(i,j): es ex. Pfad von i nach jin G}
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Transitive Hulle

Ordne jeder Kante in & das Gewicht
zu und fuhre den Floyd-Warshall
Algorithmus aus. Gibt es einen Weg
von | nach |, so erhalten wir dJi,j] < n,

andernfalls d[i,j] = oo.
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Transitive Hulle

Ersetze und + im F
Algorithmus durch die

loyd-Warshall

.ogischen

Operatoren V' (oder) und /\ (und).
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Transitive Hulle

Es sei t«[i,j] = 1 falls ein Pfad von | nach

In P existiert. Insbesondere ist also
tn[i,j] = 1, falls (i,)) € E".
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Transitive Hulle

.. 0 fallsi#jund (i,j) € E
to[l,]] ={ 1 sonst | )

ti,j] = te-1[i,j]] V (te-1[i,k] A te-1[k,j])
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Transitive Hulle

* TransitiveClosure(G)
l<—11ton
j<—1lton
to[i,jj = (i=]) V (i) EE
k—1ton
l<—1ton
j<—1lton
te[i,j] = te-1[i,j]] V (t-1[i,k] A te-1[k,j])
Tn
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Transitive Hulle

Der Algorithmus zur Berechnung der
transitiven Hulle hat den gleichen
Aufwand, wie der Floyd-Warshall
Algorithmus, namlich

O(V?)
In der Praxis konnen jedoch logische

Operatoren schneller bearbeitet werden
als arithmetische Operatoren.
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