e

Binare Suchbaume * Worst-Case Aufwand fiir Search(),
Optimale Suchbidume Insert(), Delete() bei Rot-Schwarz-
Balancierte Baume Baumen ist O(log n)

» Schwer zu implementieren
Union-Find-Strukturen
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* |dee: Halte eine einfach verkettete * |dee: Halte eine einfach verkettete
sortierte Liste sortierte Liste

» Flge Abklirzungen zwischen den
Elementen ein

Suche £ [n/2]+1

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
UNIVERSITY

AACHEN
UNIVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

Sven Middelberg, Michael Kremer

Lineare Suchzeit! => Fuge Sprungmarken/Abkiirzungen ein! Hierarchische Abkirzungen!



* |dee: Halte eine einfach verkettete

sortierte Liste + Skip-Listen sind sortierte, vorwarts-verkettete Listen
« Flige Abkiirzungen zwischen den » Jeder Knoten k enthalt level(k) 2 1 Vorwartszeiger
Elementen ein * Der i-te Vorwartszeiger eines Knotens k
. . . (1 <i < level(k)) zeigt auf den nachsten Knoten k' mit
» Fuge Abkurzungen zwischen den level(K) > i oder auf NIL

Abkiirzungen ein « Der Level eines Knotens wir bei der Erzeugung des

Knotens zufallig festgelegt und danach nicht mehr
ek geandert!

™ Tol
el e

Suche € [n/4] +2

(K EKA|
OT3rel

[EAKEKE]
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9 hat 3 Level => 3 Nachfolger! NIL = Sentinel!

17 hat Level 2 => 2 Nachfolger! Hohe Level sollten seltener sein, da dann groRRe Spriinge auf hohen Leveln gemacht
werden kénnen! Also keine Gleichverteilung! =>

Sentinel am Ende (NIL)



+ Erzeugung eines zufilligen Levels  Search( list,search_key)

* RandomLevel()

x < list.head
vel i < list.level 1
random() < p and v < MaxLevel x.next(i).key < search_key
vev+l i -
v X <= x.next(i)
- .
« Level-Verteilung firp=1/2 X " kz'nf);té;r)ch ke
—=50% Level 1 i x <Y
—=25% Level 2

not found;

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
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Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strode
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Geometrische Verteilung!



Search(19) Search(19)
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Search(19) Search(19)
g A ;: - g A: ;: -
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Search(19) Search(19)
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Search(19)
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Search(19)
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Search(19)
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Search(19)
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Search(19)

T Bz B oo oo

L2
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Search(19)

N D e e e g e
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Search(19)

25

i

i 8
| FH7H E: 2R (R

o

gefunden!

| Datenstrukturen und Al AACHEN
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* Insert( list, search_key )
update[1..list.level] < list.head
x « list.head
i < list.level 1
x.next( i ).key < search_key
X < x.next(i)
update[i] < x
X < x.next(i)
x.key # search_key
new_level < RandomLevel()
new_level > list.level
list.level < new._level
x = MakeNode( new_level, search_key)
i—1t0new_level
x.next( i) < update[ i l.next(i)
update[ i l.next(i) < x

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tho r, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Update Array speichert Vorganger von neu einzufligendem Knoten

22



Insert(17)

update[]
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Insert(17)

update(]
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Insert(17)

update[]
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Insert(17)

update(]
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Insert(17)

update[]
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Insert(17)

update(]
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Insert(17)

:
gg
%

update[]
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Insert(17)

:
gg

update(]
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Insert(17)

T

13T

update[]
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Insert(17)

update(]
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Insert(17)
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update[]

Datenstrukturen und Alg

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor

hmen AACHEN
abian Emmes, Sven Middelberg, Mi e UNIVERSITY

33

Insert(17)

update(]
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Insert(17)
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Insert(17)
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Insert(17) Insert(17)
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Insert(17) Insert(17)

25

2
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Insert(17)

e
:
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Insert(17)
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:
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Insert(17) Insert(17)

o 6 25_.

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN Datenstrukturen und Alg
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr abian Emmes, Sven Middelberg, Mi e UNIVERSITY r

AACHEN
f Kobbelt, Tho sian Em erg, Michael Kreme UnvERSITY

43



* Delete( list, search_key )

update[1..list.level] < list.neader

x < list.header

i = list.level 1

x.next( i ).key < search_key * Was ist die erwartete Hohe der Knoten?
X < x.next( i)
update[i] < x . .
« hx_neit(]i) * Es sei L(n) = log1p n, insbesondere p-M=1/n
x.key = search_key

P 1o xlevel . Analysiere die Zahl der horizontalen und
update[ i l.next[ i ] < x.next[i]

free(x) vertikalen Schritte getrennt!
list.level > 1 and list.header.next( list.level ) = NIL
list.level < Llist.level - 1

* Was ist die erwartete Lange des Suchpfads?

Datenstrukturen und

Datenstrukturen un AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tt Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Ti or, Fabia Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY

Letzten beide Zeilen behandeln den Fall, dass der einzige Knoten aus dem héchsten L(n) = Level auf dem die erwartete Anzahl von Knoten onstant ist (also
Level geléscht wird. Dann dekrementiere list.level so lange, bis auf dem hochsten unabhdangig von n ist)
Level wieder Knoten existieren. = bspw. Level, auf welchem wir genau 1/p Knoten erwarten
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Analyse
» Was ist die erwartete Lange des » Was ist die erwartete Lange des
Suchpfads? Suchpfads?
* ldee: Analysiere den Suchpfad * ldee: Analysiere den Suchpfad
rickwarts. rickwarts.
Search(19) Search(19)
5 o H — 25H s 6f 258
oG H-Z R FR-oR-R e H-par- -Z R M7 H al i ) e 1 e B S T
Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN Datenstrukturen und Algorithmen \AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: abia Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

Drei Abschatzungen!

1: Anzahl Schritte um auf Level L(n) zu kommen (O(log n))

2: Anzahl Schritte um von Knoten mit Lebel L(n) nach links zu kommen (O(1))

3: Anzahl Schritte um von Knoten mit Level L(n) nach ganz oben zu kommen (O(log

n))

47



Analyse

» Was ist die erwartete Lange des
Suchpfads?

* |dee: Analysiere den Suchpfad
ruckwarts.
Search(19)

6
-'IZE-'IEEHEEI

sIsleT T 1

| Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: or, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Analyse

» Es sei C(k) die erwartete Anzahl der
Schritte,um k Level nach oben zu

steigen.
+ C(O)=0
Search(19)

6
-|ZE—~IEDIE]

Datenstrukturen und Algorithmen
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Wenn man 0 Level erklimmen mdchte, muss man keinen Schritt machen => C(0) = 0!
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?
Wabhrscheinlichkeit / ﬁ:\Wahrscheinlichkeit
Bsl B

Ci = (1-p)x(1+Cy) + px(1+Ci-1)
Ck=1+Cc—p-pxCc+p+pxC1
CG=1/p+Ck1
Ck=k/p

| Datenstrukturen un

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tl or, Fabia Sven Middelberg, Michael Kreme! UNIVERSITY

Wahrscheinlichkeit p: es gibt ein weiteres Level, gehe einen Schritt nach oben und
man muss ein Level weniger erklimmen=> (1+C_{k-1})

Wahrscheinlichkeit 1-p: es gibtk ein weiteres Level, gehe einen Schritt nach links und
man muss weiterhin k Level erklimmen=> (1+C_k)

51

1. die erwartete Anzahl der Schritte,um
Level nach oben zu steigen, ist
Cm-1=(L(n)-1) / p
2....

Datenstrukturen und

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tt Fal s, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

52



. . * Es sei wi die Wahrscheinlichkeit, dass

* Die erwartete Zahl der verbleibenden ein Knoten o mit level(1) > i erzeugt

horizontalen Schritte bis zum Anfang wird =N
der Liste ist durch die Zahl der Knoten wi = ;1" )
mit Level 2 L(n) beschrankt. 1—p &

« Es gibt npt™-1 = 1/p solcher Knoten N T;p]
e ey
T H M Jj=0 Jj=0

[;—IIE-BE—IZE-QE I _lp( L1
- — - - T (1 1 >
=

6' Datenstrukturen und Algorithmen
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* Die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Knoten g mit level(q) 2 L(n) erzeugt
wird, ist also

L(n)—1 — 1p1091/p” _

Wr(n) =P
p pn

und die erwartete Zahl von Knoten mit
Level 2 L(n) ist somit1 /p

| Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strader, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremes

AACHEN
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1.die erwartete Anzahl der Schritte, um
Level nach oben zu steigen, ist
Cey-1 = (L(n)-1) / p
2.Die erwartete verbleibende horizontale
Lange bis zum Startknotenist<1/p

Datenstrukturen und Algorithmen
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.. . L(n) 0o
* Im Startknoten missen wir von Level L(n)
. EM) = kP(M =k kP(M =k
zum maximalen Level kommen (M) Z ( )+ Z ( )
] o ) ) k=0 k=L(n)+1
» Die Wahrscheinlichkeit, dass der Level eines 0
Elements > k ist, ist p < L)+ Y, kP(M>k-1)
» Die Wahrscheinlichkeit, dass kein Knoten mit k=L(n)+1
Level > k existiert, ist (1-p*¥)n >0
. - ( P) . < L(n)+ Z knpt—1
 Die Wahrscheinlichkeit, dass der maximale kL1
Level der n Elemente > k ist, ist o
1'(1-pk)n < npk _ L(n) + Z(k + L(n) + 1)npk:+L(n)
* |st M der maximale Level, so ist k=0
P(M > k) < npX
| Datepstrukturen und Algorr‘ithmen ) UN",}E\F?;% Paternrukturen und Algurrithmen ) ~ ) um\‘}é&&%
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E(M) =
_ - k+L(n)
= L)+ kzzo(k +L(n) + Lnp 1.die erwartete Anzahl der Schritte,um
o0 Level nach oben zu steigen, ist
= L(n)+ Y (k+L(n)+ 1)p* Cum-1=(L(N)-1) / p
k=0

o o 2.Die erwartete verbleibende horizontale
= L(n)+ Y _ kp*+ ) (L(n) +1)p" Liange bis zum Startknoten ist <1/ p
k=0 k=0

» 1 3. Der erwartete maximale Level ist O(L(n))
= L(n) + m + (L(TL) + l)lTp

= O(L(n))

Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen
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1.die erwartete Anzahl der Schritte,um
Level nach oben zu steigen, ist
Crny-1 = (L(n)=1) / p = O(L(n))

2.Die erwartete verbleibende horizontale
Lange bis zum Startknoten ist< 1/ p =0(1)

3. Der erwartete maximale Level ist O(L(n))

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
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+ Die erwartete Lange des Suchpfades bei
einer Skip-Liste mit n Elementen ist

O(L(")) = O(logzp 1) = O( log 1)
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