o ) Nachteil bei normalen Suchbaumen:
Bindre Suchbaume Worst-case Aufwand ist
Optimale Suchbaume

Tritt bei degenerierten Baumen auf
* Kann durch Balancierung verhindert
Skip-Listen werden

* Problem: Stelle Balance in
wieder her

Union-Find-Strukturen

Datenstrukturen und Algorithmen

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
y 6der, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: , Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thoma

Keine Zugriffswahrscheinlichkeiten gegeben => Versuche Baum balanciert zu halten! logarithmische Hohe -> Zugriff in logarithmischer Zeit



Balancierte Baume Balancierte Baume

* Gewichtsbalance: Fur jeden Knoten
unterscheidet sich die Anzahl der

Knoten im linken und rechten Teilbaum —Maximale Zahl von Knoten in einem Baum
der Hohe h ist

* Zur Erinnerung:

um maximal eins.
— Minimale Zahl von Knoten in einem Baum

* Hohenbalance: Fir jeden Knoten . .
der Hohe 1 ist

unterscheidet sich die Hohe des linken
und rechten Teilbaums um maximal
eins.

— Minimale Zahl von Knoten in einem
balancierten Baum der Hohe 1 ist

Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

Hier interessant: Hohenbalance! => Kurze Pfade!



Balancierte Baume

* Zur Erinnerung:
— Minimale Hohe eines Baums mit n Knoten
ist
— Maximale Hohe eines Baums mit n Knoten

ist

— Maximale Hohe eines balancierten Baums
mit n Knoten ist

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY

Binare Suchbaume
Optimale Suchbaume
Balancierte Baume

Rot-Schwarz-Baume
B-Baume
Skip-Listen
Union-Find-Strukturen

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
6der, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thoma

AVL: Adelson-Velski-Landis




AVL-Baume

* Werden wie normale binare
Suchbaume behandelt

* Jeder Knoten speichert sein
Ungleichgewicht ( )
* Nach Insert() oder Delete()

Wiederherstellung der Balance durch
Rotation

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY

AVL-Baume

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY




AVL-Baume

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thon

Sven Middelberg, Mi

ael Kreme!

AACHEN
UNIVERSITY

AVL-Baume

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

Einfache
Rotation

AACHEN
UNIVERSITY

10



AVL-Baume AVL-Baume

‘ Einfache Einfache
Rotation Rotation

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T ab Sven Middelberg, Michael Kreme ]

Datenstrukturen und Algorithmen
t

ANCHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr jder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Imbalance wird durch Rotation wieder ausgeglichen.
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Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: or, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnVERSITY

13

Datenstrukturen und Algorithmen

ANCHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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AVL-Baume AVL-Baume

Doppelte
Rotation

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor ven Middelberg, Michael Kremel UNIVERSITY
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AVL-Baume

Doppelte
Rotation

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T ab Sven Middelberg, Michael Kreme ]

17

AVL-Baume

Doppelte
Rotation

Datenstrukturen und Algorithmen
t

ANCHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr jder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

1. Rotation: Bringe ,Problem” nach auRen

18



AVL-Baume AVL-Baume

‘ Doppelte ‘ Doppelte
Rotation ‘ Rotation

Datenstrukturen und

Datenstrukturen un ANCHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tl Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnVERSITY
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AVL-Baume

Doppelte

Rotation
| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY

AVL-Baume

» Rotationen mussen ggf. nach oben
propagiert werden

* Im schlechtesten Fall
Rotationen bei Delete()

» Nur praktikabel, wenn gesamte
Datenstruktur im Hauptspeicher

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme e

2. Rotation: Behebe ,,Problem”. Beachte: Es sind zwei Rotationen notig, um
Imbalancezustand in einen Balancezustand zu Gberfiihren.

21



Binare Suchbaume
Optimale Suchbdaume

Balancierte Baume
AVL-Baume

B-Baume
Skip-Listen
Union-Find-Strukturen

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY

23

Rot-Schwarz-Baume

* Binarer Suchbaum, jeder Knoten hat
zwei Sohne oder keinen

¢ Rote und schwarze Knoten

* Re-Balancing durch Rotationen und

Umfarben

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
6der, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thoma

Verwendung z.B. in C++-STL

24



Rot-Schwarz-Baume Rot-Schwarz-Baume

» Konsistenzregeln

Jeder Knoten ist rot oder schwarz
Die Wurzel ist schwarz

Die Blatter sind schwarz

Die Sohne eines roten Knotens sind
schwarz.

HowN e

5. Alle Pfade von einem Knoten zu den
nachfolgenden Blattern haben gleich
viele schwarze Knoten

| Datenstrukturen un Datenstrukturen und AACHEN
UNIVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tt er, Fabia Sven Middelberg, Michael Kreme!

AACHEN
UNIVERSITY Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tt Fal s, Sven Middelberg, Michael Kreme

Z.B.: Perfekt balancierter Suchbaum mit nur schwarzen Knoten

25



Rot-Schwarz-Baume

+ Eigenschaften
— Maximales Pfadlangenverhaltnis

— Pfadlangen

Datenstrukturen un AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Ti or, Fabia Sven Middelberg, Michael Kreme! UnVERSITY

Kirzester Pfad: Nur schwarze Knoten
Langster Pfad: Flige zwischen zwei schwarzen Knoten jeweils einen roten ein

27

Rot-Schwarz-Baume

e Lemma:
Die Hohe eines Rot-Schwarz-Baums

mit n inneren Knoten ist hochstens

Datenstrukturen und AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tt Fa s, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

28



Rot-Schwarz-Baume

+ Die Zahl der schwarzen Knoten auf
einem (dann jeden) Pfad von einem
Knoten x (ausschliefilich) bis zu einem
Blatt (einschliefilich) sei

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY

bh(x): Anzahl der schwarzen Knoten auf allen Pfaden ab Knoten x

29

Rot-Schwarz-Baume

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme e
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Rot-Schwarz-Baume

» Der Baum unter einem Knoten x enthalt
mindestens innere Knoten

ist ein Blatt —

Die Beh. gelte fur alle y mit

sei ein innerer Knoten mit S6hnen

= der Baum unter x enthalt mindestens
innere

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

31

Rot-Schwarz-Baume

* Essei die Hohe des Baumes
— Mindestens die Halfte der Knoten auf
einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt
mussen schwarz sein.

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor jder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

32



Rot-Schwarz-Baume Rot-Schwarz-Baume: Insert()

* Insert(), Delete() + Jeder eingefiigte Knoten wird zunichst
— Wie bei normalen binaren Suchbaumen rot gefarbt
mit anschlieBRender Wiederherstellung der

» Bei Wiederherstellung durch Umfarben

Konsistenzbedingungen ) ) )
oder Rotation kann genau eine weitere

— Insert() — drei verschiedene Falle
Konsistenzverletzung auftreten.

— Delete() — vier verschiedene Falle

— Pseudo-Code: siehe Cormen et al. * Propagiere Modifikation nach oben.

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY

Onkel rot: Fall 1; Onkel schwarz + innen: Fall 2; Onkel schwarz + auBen: Fall 3

33



Rot-Schwarz-Baume: Insert()

» Mogliche Konsistenzverletzungen
— Neuer Knoten ist Wurzel

— Neuer Knoten ist Nachfolger eines roten Knotens Grof3vater
» Fallunterscheidung nach der Farbe des Onkels

Vater Onkel
Konsistenzregeln
Jeder Knoten ist rot oder schwarz.
Die Wurzel ist schwarz.
Die Blatter sind schwarz.
Die S6hne eines roten Knotens sind schwarz. Neffen
Alle Pfade von einem Knoten zu den

nachfolgenden Bldttern haben gleich viele
schwarze Knoten.

Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Bruder

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T e

AACHEN
Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, S

AACHEN
en Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor a es, Sven Middelberg, Michael Kreme

37

Rot-Schwarz-Baume Insert - Scheme

@ Vorgdnger schwarz

- nichts zu tun

up

!I warz

D

@ umfarben
]

@ Rotation @ Rotation

& Umfarben

Datenstrukturen und Algori
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas

AACHEN
UNIVERSITY

Minimiere erwartete Anzahl der Knotenzugriffe

38



Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Einflgen zunachst wie bei normalen binaren Suchbaumen

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom:

AACHEN
Sven Middelberg, Michael Kremef UNIVERSITY

39

Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 1: Der Onkel ist rot

AACHEN
UNIVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tho der, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 1: Der Onkel ist rot — umfarben

| Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thoma

AACHEN
Sven Middelberg, Michael Kremef UNIVERSITY

41

Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 1: Der Onkel ist rot — umfarben und weiter mit
Grofdvater

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom ler, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 1: Der Onkel ist rot = umfarben und weiter mit

Grofdvater

| Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strader,

Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

43

Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

44



Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 2: Der Onkel ist schwarz und O ist ein innerer Sohn

| Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

45

Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 2: Der Onkel ist schwarz und Oist ein innerer Sohn
— Rotation nach aufien

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor r, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

46



Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 2: Der Onkel ist schwarz und O ist ein innerer Sohn
— Rotation nach aufien

| Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor a es, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

47

Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 2: Der Onkel ist schwarz und Oist ein innerer Sohn
— Rotation nach aufien

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremé

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 2: Der Onkel ist schwarz und O ist ein innerer Sohn
— Rotation nach aufien

| Datenstrukturen un
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T or, Fabial Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 2: Der Onkel ist schwarz und Oist ein innerer Sohn

— Rotation nach aufien und weiter mit aueren Sohn (Fall 3)

Datenstrukturen und
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T Fa s, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

50



Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 2: Der Onkel ist schwarz und O ist ein innerer Sohn

—> Rotation nach auféen und weiter mit auBeren Sohn (Fall 3)

| Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strader, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremes

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 3: Der Onkel ist schwarz und O ist ein dufderer Sohn

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 3: Der Onkel ist schwarz und O ist ein aufderer Sohn

— Rotation nach innen

| Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thoma er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 3: Der Onkel ist schwarz und O ist ein dufderer Sohn

— Rotation nach innen

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 3: Der Onkel ist schwarz und O ist ein aufderer Sohn

— Rotation nach innen

| Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thoma er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 3: Der Onkel ist schwarz und O ist ein dufderer Sohn

— Rotation nach innen

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 3: Der Onkel ist schwarz und O ist ein aufderer Sohn
— Rotation nach innen und umfarben

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY

Intuition fir Umfarbung: Schwarze Marke bleibt oben liegen

57

Rot-Schwarz-Baume: Insert()

Fall 3: Der Onkel ist schwarz und O ist ein dufderer Sohn
— Rotation nach innen und umfarben

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme e
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Fallunterscheidung Insert() Aufwand Insert()

1. Onkelist rot « Suchen der Einfligestelle

— Umfarben, Rekursion nach oben -
 Einflgen
2. Sohn < Vater > Grofdvater oder

Sohn > Vater < GroRvater » Konsistenzwiederherstellung

— Umfarbe-Schritte

— Rotation, weiter mit Fall 3
(Schritt vom Enkel zum Grofivater)

3. Sohn < Vater < Grofdvater oder

Sohn > Vater > GroRvater — Rotationen (maximal zwei)

— Rotation, Umfirben, Fertig * Insgesamt:

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN AACHEN
UNIVERSITY UNIVERSITY

maximal 2 Rotationen, da nach Fall 3 das Problem ganz gel6st ist (keine Propagation
von rot-rot Kollisionen méglich, da oberster Knoten dann schwarz)
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Rot-Schwarz-Baume: Delete() Rot-Schwarz-Baume: Delete()

» Wie bei normalen binaren Suchbaumen
wird der Knoten entweder direkt
geloscht oder sein Successor wird
geloscht und der Inhalt wird kopiert.

* Falls der tatsachlich entfernte Knoten
schwarz ist, fehlt auf allen Pfaden
innerhalb des entsprechenden Teil-
Baums eine schwarze Marke

+ Konsistenzwiederherstellung * Weise diese schwarze Marke dem
— Wenn der Knoten rot war, ist nichts zu tun (einen) Nachfolger des geloschten
— Wenn der Knoten schwarz war, gibt es Knotens zu. Dadurch wird dieser
4 Falle

schwarz-rot oder doppel-schwarz.

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Bruder rot: Fall 1; Bruder schwarz + Neffen beide schwarz: Fall 2; Bruder schwarz +
innerer Neffe rot + duRerer Neffe schwarz: Fall3; Bruder schwaz + duRerer Neffe rot
(innerer Neffe egal): Fall 4
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

 Erinnerung

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Ti er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremel UnVERSITY

Knoten mit nur einem Nachfolger: Wir haben die Blatter ausgeblendet! Tatsachlich
haben alle Knoten zwei oder null Nachfolger, aber die Blatter enthalten keine
Informationen und kdnnen daher beliebig geldscht oder eingefligt werden, um diese
Bedingung wiederherzustellen. Nur ein Nachfolger bezieht sich also auf ,,nur ein
Nicht-Blatt-Nachfolger”.

63

Rot-Schwarz-Baume: Delete()

* Erinnerung

Datenstrukturen und Algorithmen
t

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr jder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

 Erinnerung

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T ab Sven Middelberg, Michael Kreme ]
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

* Erinnerung

Datenstrukturen und Algorithmen
t

ANCHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr jder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

66



Rot-Schwarz-Baume: Delete()

 Erinnerung

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T ab Sven Middelberg, Michael Kreme ]
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

* Erinnerung

Datenstrukturen und Algorithmen
t

ANCHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr jder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

 Erinnerung

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: Fab Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

69

Rot-Schwarz-Baume: Delete()

* Erinnerung

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete() Rot-Schwarz-Baume: Delete()

 Erinnerung * Erinnerung

Datenstrukturen und Al AACHEN Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: Fat Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY - Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

Bei schwarzen Knoten missen wir aufpassen, weil die Anzahl der schwarzen Knoten
in jedem Teilbaum gleich sein muss.
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Rot-Schwarz-Baume: Delete() Rot-Schwarz-Baume - Delete - Scheme

. . BrUder @ :rot-schwarz > schwarz
* Umfdrben und Rotationen /\ (nichts weiter zu tun)
— Erhalte die Zahl schwarzer Marken der rot schwarz
Sub-Baume @ l
» Abbruchbedingungen -
Rot. und umfarben Neffen

— Ein schwarz-roter Knoten wird schwarz

— Ein Wurzelknoten wird erreicht beide innen rot,
. schwarz 2 h aufRen rot
(doppel-schwarz kann einfach wegfallen, aulsen schwarz
da die Wurzel auf allen Pfaden liegt) £ i i
Umfarben Rot. und umfarben Rot. und umfarben

Datenstrukturen un

Datenstrukturen und

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tl er, Fabia Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tt Fal s, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 1: Der Bruder ist rot

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thoma abian Emmes, Sve: UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 1: Der Bruder ist rot — Rotation nach links

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom

AACHEN
UNIVERSITY

abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 1: Der Bruder ist rot — Rotation nach links

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 1: Der Bruder ist rot — Rotation nach links

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Fall 1: Der Bruder ist rot — Rotation nach links

Datenstrukturen un
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T

Rot-Schwarz-Baume: Delete()

AACHEN
UNIVERSITY

Es gibt nur zwei Elementare Operationen: umfarben und rotieren.
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 1: Der Bruder ist rot — Rotation nach links
und umfarben

Datenstrukturen und
Prof. Dr. Leif Kobbelt, T Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremé

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 1: Der Bruder ist rot — Rotation nach links
und umfarben

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 2: Der Bruder ist schwarz und dessen Séhne sind beide schwarz

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 2: Der Bruder ist schwarz und dessen Séhne sind beide schwarz
— umfarben

| Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom

AACHEN
Sven Middelberg, Michael Kremef UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 2: Der Bruder ist schwarz und dessen Séhne sind beide schwarz
— umfarben und Marke nach oben weitergeben

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thot r, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 2: Der Bruder ist schwarz und dessen Séhne sind beide schwarz
— umfarben und Marke nach oben weitergeben
(Ende, falls “B” rot war, sonst weiter mit “B”)

| Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: or, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 3: Bruder ist schwarz, dessen innerer Sohn ist rot
und dessen aufserer Sohn ist schwarz

AACHEN
‘Gder, Fabian Emmes, S UNIVERSITY

Prof. Dr en Middelberg, Michael Kreme

f Kobbelt, Thoma
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 3: Bruder ist schwarz, dessen innerer Sohn ist rot
und dessen aufderer Sohn ist schwarz
— Rotation nach auf3en

| Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thoma er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremel UnVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 3: Bruder ist schwarz, dessen innerer Sohn ist rot
und dessen aufserer Sohn ist schwarz
— Rotation nach aufRen

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom ler, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 3: Bruder ist schwarz, dessen innerer Sohn ist rot
und dessen aufderer Sohn ist schwarz

— Rotation nach aufi‘\

| Datenstrukturen und Algorlthmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sve UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 3: Bruder ist schwarz, dessen innerer Sohn ist rot
und dessen aufserer Sohn ist schwarz
— Rotation nach aufRen

Datenstrukturen und Algurlthmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 3: Bruder ist schwarz, dessen innerer Sohn ist rot
und dessen aufderer Sohn ist schwarz
— Rotation nach auf3en und umfarben

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UnVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 3: Bruder ist schwarz, dessen innerer Sohn ist rot
und dessen aufserer Sohn ist schwarz
— Rotation nach aufRen und umfarben

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Jetzt haben wir Fall 3 in Fall 4 tiberfuhrt.
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auferer Sohn ist rot

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom:

AACHEN
1ael Kreme: UNIVERSITY

Sven Middelberg, Mi
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auBerer Sohn ist rot

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auferer Sohn ist rot
— umfarben

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom:

AACHEN
1ael Kreme: UNIVERSITY

Sven Middelberg, Mi
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auBerer Sohn ist rot
— umfarben

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auferer Sohn ist rot
— umfarben

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Ti er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremel UnVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auBerer Sohn ist rot
— umfarben und Rotation nach innen

Datenstrukturen und Algorithmen
t

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr jder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete() Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auferer Sohn ist rot Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auBerer Sohn ist rot
— umfarben und Rotation nach innen — umfarben und Rotation nach innen

Datenstrukturen und Al

AACHEN Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: ler, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tho jder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume: Delete() Rot-Schwarz-Baume: Delete()

Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auferer Sohn ist rot Fall 4: Der Bruder ist schwarz, dessen auBerer Sohn ist rot
— umfarben und Rotation nach innen — umfarben und Rotation nach innen

Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

AACHEN AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor , Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme! UnVERSITY yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Aufwand Delete(

Binare Suchbaume
Optimale Suchbaume

Balancierte Baume
AVL-Baume
Rot-Schwarz-Baume

* Suchen des Loschknotens

* Ldschen

» Konsistenzwiederherstellung
— Umfarbe-Schritte
— Rotationen (maximal drei)

* Insgesamt: Skip-Listen

Union-Find-Strukturen

Datenstrukturen un

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Ti or, Fabia Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY

Datenstrukturen und

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tt Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Maximal 3 Rotationen, da die Folge Fall 1, Fall 2 zur Lésung aller Konflikte fuhrt (der
oberste Knoten, der die schwarze Marke erhalt, muss rot sein und damit sind alle
Konflikte durch Schwarzfarbung dieses Knotens zu beheben) und ansonsten die

maximale Fallfolge Fall 1, Fall 3 und Fall 4 mit jeweils einer Rotation ist (nach Fall 4 ist
sowieso alles geldst)
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Speicherhierarchie

 Alternative Interpretation/Implementierung
der Rot-Schwarz-Baume flihrt auf 2,4-Baume

+ Diese sind ein Spezialfall des allgemeineren * Mit zunehmendem Abstand vom
Konzepts von B-Biumen Prozessor ...

 Vorteil: grofere Mengen von Knoten werden ~ - steigt die Speicherkapzitat

zusammengefasst und passen dadurch besser —...wachst die zugreifbare Blockgrofe
in einen Festplatten-Block —...sinkt die Zugriffsgeschwindigkeit

» Hysterese: Nicht in jedem Schritt muss
rebalanciert werden.

| Datenstrukturen und Algorithmen
8der, Fa Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, F

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F2

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
bian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

AACHEN
yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Speicherhierarchie

* Effiziente Algorithmen ...
— ... fihren haufige Berechnungen auf kleinen
Datenmengen durch (“innere Schleife”)
—...minimieren die Zugriffe auf externe
Speicherebenen
— ... passen die GroRe der Datenstrukturen an
die jeweiligen Blockgrofien an

| Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: or, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

107

Speicherhierarchie

* Bei der Suche in externen Binarbaum-
strukturen hangt die Zugriffszeit im
Wesentlichen von der Verteilung der
Knoten auf Festplatten-Sektoren ab.

* Fasse Teilbdume in Sektoren zusammen

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Speicherhierarchie Speicherhierarchie

—
VNN

Datenstrukturen und Algorithmen

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
: Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thol Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr an Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremes UNIVERSITY
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Speicherhierarchie Definition : B-Baume

+ Jeder Knoten x hat die folgenden Felder

— Die Zahl der aktuell im Knoten
gespeicherten Schlissel (“Fiillgrad”)

— Schlissel

(D GHD | GID Gl GliD (D D e - Zeiger auf die Sthne

— Der Bool-Wert zeigt an,ob x ein Blatt ist

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: , Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnVERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

B-Baume kénnen so konfiguriert werden, dass sie an die Anforderungen spezifischer
Hardware angepasst werden kénnen (z.B. bestimmte SpeicherblockgréRe optimal
ausfillen).
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Definition : B-Baume

» Bedingungen

—Ist ki ein Schlissel im Unterbaum mit Wurzel
so ist

— Alle Blatter haben dieselbe Tiefe

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY
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Definition : B-Baume

* Bedingungen (Fortsetzung)
— Es gibt eine feste Zahl ,den
minimalen Grad, mit

« Jeder Knoten aufSer der Wurzel enthalt
mindestens Schliissel

« Jeder Knoten enthalt hochstens
Schliissel

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Definition : B-Baume

+ Bedingungen (Fortsetzung, alternativ)

— Es gibt eine feste Zahl ,den
minimalen Grad, mit
« Jeder Knoten aujfSer der Wurzel hat
mindestens t Sohne
« Jeder Knoten hat hochstens Sohne

AACHEN
UNIVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: or, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme
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* Fur die Hohe h eines B-Baums mit
Schlisseln gilt

uajouN#

N4
[N

WN R O aJa!_L
NN
—

N\
N
~

~

Datenstrukturen und Algorithmen AAcHEN
Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, St
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¢ Halte den Wurzelknoten immer im

. - . * Zusammenhang mit Rot-Schwarz-
Hauptspeicher (da fur jeden Zugriff Biumen g
notwendi) . —Jeder schwarze Knoten absorbiert

» Erwartete Zugriffe seine roten Séhne

* Beispiel

— Minimaler Fiillgrad: Sohne
Telefonnummern in Deutschland — Maximaler Fullgrad: Soéhne
— Blockgrofie

—maximal 2 Festplattenzugriffe

| Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fal

AACHEN
, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fa

er, F

AACHEN
yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Rot-Schwarz-Baume Rot-Schwarz-Baume

Datenstrukturen und Alg Datenstrukturen und Alg
T r

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kob! ven Middelberg, Mi e UnVERSITY f Kobbelt, Thos yian Em erg, Michael Kreme
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Rot-Schwarz-Baume

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas ¢

ven Middelberg, Mi

ael Kreme!

AACHEN
UNIVERSITY

121

Rot-Schwarz-Baume

Datenstrukturen und Al
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor

Fabian Emme

en Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume Rot-Schwarz-Baume

Datenstrukturen und Algorithmen

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
: Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thol Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr an Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremes UNIVERSITY
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Rot-Schwarz-Baume Rot-Schwarz-Baume

000 Qe

Datenstrukturen und Algorithmen

Datenstrukturen und Al AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tho abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thon abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

125



Rot-Schwarz-Baume Rot-Schwarz-Baume

Datenstrukturen und Algorithmen

Datenstrukturen und Al hmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Tho abian Emmes, fiddelberg, Michael Kreme UnvERSITY

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thon abian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY
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» Operationen
— Search()

— Insert()
— Delete()

* In den meisten Fallen kommen die
Operationen ohne Restrukturierung des
Baums aus

» Sonst: verallgemeinerte
Rotationen

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
jder, Fal UNIVERSITY

bian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F2

129

Zugriff auf externen Speicher

* DiskRead(x), DiskWrite(x)

* X < pointer to some object
DiskRead(x);
access/modify the contents of x
DiskWrite(x) // only if modified
access but don’t modify the contents of x

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder
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T

* SEARCH( x,k)
i—1

< .
- Create() i € n[x] and k > keyi[x]

i—i+1
x < AllocateNode() _ o
leaf[x] < true I n[x](ir:)d k = keyi[X]
B['X] it : leaf[x]
iskWrite(x) i

DiskRead( ci-1[x] )
Search( ci-1[x], k)

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fa

| Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fal

AACHEN AACHEN
bian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme: ] yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

while statt if, da der Verzweigungsgrad jetzt groRer als 2 sein kann und nicht konstant
ist
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* Bei Binarbaumen wird immer ein neuer * Naiver Ansatz
Blattknoten eingefiigt

— Suche das entsprechende Blatt
» Bei B-Baumen ist kein neuer Knoten

— Split() falls Gberfullt
notig, solange der Blattknoten noch nicht — Propagiere nach oben, falls Vaterknoten
voll ist

ebenfalls uberlauft
- Steigt die Zahl der Schlissel tiber , — Problem: Auf die Knoten entlang des
so wird das Blatt geteilt

Pfades wird jeweils zweimal zugegriffen

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UnVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thon

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fa

AACHEN
yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Bindrbdume wachsen an den Blattern — B-Baume wachsen an der Wurzel
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* One-Pass Algorithmus

— Teile die Knoten entlang des Suchpfades bereits
auf dem Hinweg wenn diese schon voll sind

— Evtl. unnatige Split-Operationen amortisieren sich
durch den schnelleren Average-Case

| Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strdder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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SplitChild()

* SplitChild(x,i)
// x : Vaterknoten
// 1 :Index des Sohns
// Vorbedingung: ci[x] ist voll

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
yian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F
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SplitChild()

» Beispiel t = 4

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnVERSITY
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SplitChild()

* Beispiel t =4

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

ANCHEN
ian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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SplitChild()

» Beispiel t = 4

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor Fabian Emmes, Sve 1ael Kreme: UNIERSITY
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SplitChild()

* Beispiel t =4

X ..KOS ..

ci[x](L MNJ (P Q R)Ci+1[x]
1T

Datenstrukturen und Algorithmen

ANCHEN
ian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F
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SplitChild()

* Spezialfall: Wurzel

(LMNOPOQR)

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr , Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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SplitChild()

» Spezialfall: Wurzel

Erzeuge zuerst einen
leeren Knoten ...

(LMNOPOQR)

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
ian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F
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SplitChild() SplitChild()

* Spezialfall: Wurzel » Spezialfall: Wurzel
Erzeuge zuerst einen Erzeuge zuerst einen
leeren Knoten ... dann leeren Knoten ... dann
SplitChild() SplitChild()
(LMN PQR) (LMN) (P oQR)
1T [T T 1T NN

Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thorr , Fabian Emmes, Svef \ael Kremel UNIVERSITY Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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SplitChild()

* Spezialfall: Wurzel
* B-Baume wachsen an der Wurzel

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
nas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme! UnVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor
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* Insert(T,k)

r < root[T]
n[r] = 2xt-1
s < AllocateNode()
root[T] < s
leaf[s] < false
n[s] <0
co[s] < r
SplitChild(s,0)
InsertNonFull(s,k)

InsertNonFull(r,k)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
ler, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréde
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InsertNonfull(
* InsertNonFull(x,k)
leafx]

find correct position for k and insert
DiskWrite(x)

find correct subtree ci[X]
DiskRead(ci[x])
n[ci[x]] = 2xt-1
SplitChild(x,i)
k > keyi[x]
i—i+1l
InsertNonFull(ci[x],k)

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fal

AACHEN
, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme: UNVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas St al

sder, F

AACHEN
ian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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* Insert(B)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY
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* Insert(B)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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* Insert(B)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY
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* Insert(B)

(ABcDE)U K)(INOJ(Rs TuUV)(Y z

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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* Insert(Q)

(ABcDE)U kK)INOJ(Rs TUV)(Y 7

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
nas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme! UnVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor
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* Insert(Q)

(ABcDE)U K)INOJ(R S TUV)(Y Z

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

AACHEN
ian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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Beispiel

* Insert(Q) * Insert(Q)

(ABcDE)U kK)INOJ(Rs TUV)(Y 7 (ABcDE)U K)(NOJ(R s)(u v

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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* Insert(Q)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY
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* Insert(Q)

;b K)(No)(R s)(u v) (v z

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY
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* Insert(Q) * Insert(L)

;) K)(No)(e R s)(u v)(y z

Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor , Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei Loz Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNVERSITY
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* Insert(L)
* Insert(L)

;) K)(N o) R s)(u Vv)(y z ;) K)(No)(e R s)(u v)(y z

Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thor , Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei Loz Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNVERSITY
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* Insert(L)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: er, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremei UnVERSITY
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* Insert(L)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY
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Beispiel

* Insert(L) * Insert(L)

(?)
:
ABCcDE(U KNORSIWU V)(yz
o

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom: r, 2

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UnvERSITY

AACHEN
Sven Middelberg, Michael Kremef UNIVERSITY
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* Insert(L)

(ABcDE)U k)INo)(or s)(u v)(y 2)

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremef UNIVERSITY
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* Insert(F)

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F

Datenstrukturen und Algorithmen
er, Fal

AACHEN
ian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY
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* Insert(F)

(ABcDE)U Kk L)INo)(o R s)(u v)(y 2)

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremef UNIVERSITY
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Beispiel

* Insert(F)

(e m)

T X
“ /
AB)(0DE)(U kK L)(No)(o R s)(u v)(y 2)

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, F
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* Insert(F)

CGM T X

(A BJ(D—é(X BICEDIC R/ UV 2
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* Insert(F)

CGM T X

Ao e)0 k YN OJr U V(v 2)
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Delete(

* Insert(F)

Unkritisch fur Blattknoten mit
hinreichendem Fllgrad (haufigster Fall)

* Bei Unterlauf mussen Knoten
verschmolzen werden

C GM T X » Kann/muss nach oben propagiert werden
* One-Pass-Formulierung?

(AB)o ElF)0 k LyJINo)(o R s)(u Vv)(y 2)

| Datenstrukturen und Algorithmen
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Sobald in rekursivem Abstieg festgestellt wird, dass ein Knoten voll ist, wird dieser
zundchst einmal gesplittet, bevor weiter abgestiegen wird.
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Delete()

* Delete() sucht den Schlissel entlang
eines Pfades

* Eine Verschmelzung findet nur statt,
wenn die entsprechenden Knoten
beide einen Flllgrad haben.

+ Teste vor dem Abstieg, ob der
Nachfolger Fillgrad > t hat (dann ist
Verschmelzung ausgeschlossen)

» Falls dies nicht der Fall ist, erzwinge
dies durch direkte Umstrukturierung

>
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Delete()

* Wie bei Insert() sorgen wir dafir, dass
der aktuelle Knoten hinreichend gefullt
ist, so dass keine Verschmelzung
notwendig wird (Schleifeninvariante)

* Falls ein Knoten nicht hinreichend
geflllt ware, hatten wir das bereits bei
der Bearbeitung des Vaterknotens
bemerkt und behoben.
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Delete()

* Hilfsoperationen
— Steal()
— Merge()

t=3
CHM
— Rotate()

» Losche Element aus aktuellem Knoten

(AB)(0EF)(U k) (NoOP)
/

Knoten — rekursiver Abstieg mdglich

mehr als
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L steal0

CHM CHM

(AB)(opEF)( k) (NoOP) (AB)(0EF)(U k) (NoO P)
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CGWM

\

(AB)(0EF)(kK)(NOP)
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» Losche Element aus aktuellem Knoten

CGWM

(a8)(0E)(U k) (N O)
ANV

nur Knoten — rekursiver Abstieg nicht moglich
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(cm) (c W)

(A8)(®E) (U k)] (N O) (a 8) (D EJ k) (N 0)
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» Losche Element aus aktuellem Knoten

(c m)

(AB) (0 EG J k) (N DO
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» Losche Element aus rechtem Teilbaum

CGM
(a 8) (D E/F)\(\JK) (N 0)

\

nur Knoten — rekursiver Abstieg nicht mdglich
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» Losche Element aus rechtem Teilbaum

CGM
(o 8) (D E/F]\[\JK) (N 0)

\

nur Knoten — rekursiver Abstieg nicht mdglich
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(c M
(a_8) (Dg %K) (o)
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C M
) (Dg %K) (N o)
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(A 8) (D E)/[G I k) (N o)
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Delete()

 Standardfall: Schlussel nicht im Knoten,
Rekursion in den entsprechenden Teilbaum

* Nur in Knoten absteigen, die hinreichend
geflllt sind — wenn nicht, vorher den Baum
mit Merge(), Steal(), Rotate() umstrukturieren.

* Nicht-Standardfalle: 1, 2a, 2b, 3a, 3b

(s.Cormen)
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B-Baume - Delete - Scheme

Kein Blatt

Rekursion

L.oder R. Beide
2t <t
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Delete()

* Fall 1: Schliussel in einem Blatt

(AB)oeE )OO k)N o)Jler s)(u v)(y z)
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Delete()

* Fall 1: Schlissel in einem Blatt

CGWM T

X
\
uv)(y 2)

(Ao e U xk JN o)(@r s)(
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Delete()

* Fall 1: Schliussel in einem Blatt

197

Delete()

* Fall 1: Schlussel in einem Blatt
+ Schlussel wird geldscht

(a8) (0e) Uk JnNolers)(
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Delete()

* Fall 2a: Schlussel in innerem Knoten,
linker Sohn hat > t Schlissel

(as) 8 Uk JnNolrsIuv)(rz
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Delete()

* Fall 2a: Schlissel in innerem Knoten,
linker Sohn hat > t Schlissel

(a8) (0e) Uk JnNolers)(
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Delete()

* Fall 2a: Schlissel in innerem Knoten,
linker Sohn hat > t Schlissel

+ Stehle Vorganger aus linkem Teilbaum

(as) 8 Uk JnNolrsIuv)(rz
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Delete()

* Fall 2a: Schlissel in innerem Knoten,
linker Sohn hat > t Schlissel

+ Stehle Vorganger aus linkem Teilbaum

CGWM T

X
\
uv)(y 2)

AACHEN
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Delete()

* Fall 2a: Schlissel in innerem Knoten,
linker Sohn hat > t Schlissel

+ Stehle Vorganger aus linkem Teilbaum

CGM T X
(as) ) (k) NolrsIuv(rz
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Delete()

* Fall 2a: Schlissel in innerem Knoten,
linker Sohn hat > t Schlissel

+ Stehle Vorganger aus linkem Teilbaum

C G L T

) (

wn

(a8) e) (k) (NoJawr
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Delete()

* Fall 2b: Schlissel in innerem Knoten,
rechter Sohn hat > t Schlissel

— analog zu Fall 2a
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Delete()

« Fall 2c: Schlissel in innerem Knoten, beide Sohne
haben Schlussel

C G L T

wn

) (

(a8) e) (k) (NoJawr
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Delete()

* Fall 2c: Schlissel in innerem Knoten, beide Séhne
haben Schlissel

C G L T X

(as) ) (k) NolrsIuv(rz
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Delete()

* Fall 2c: Schlussel in innerem Knoten, beide Séhne
haben Schlissel

+ Stehlen nicht mdglich — Merge()

C G L T

) (

wn

(a8) e) (k) (NoJawr
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Delete()

* Fall 2c: Schliussel in innerem Knoten, beide Séhne
haben Schlissel

+ Stehlen nicht moglich — Merge()

(as) ) (LK) Nolrsiuv(rz
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Delete()

* Fall 2c: Schlussel in innerem Knoten, beide Séhne
haben Schlissel

+ Stehlen nicht mdglich — Merge()

C L T

X
\
uv)(y 2)

AACHEN
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Delete()

* Fall 2c: Schliussel in innerem Knoten, beide Séhne
haben Schlissel

+ Stehlen nicht moglich — Merge()

(AB) DeEc k) WoJler s)(uv)(y z)
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Delete()

* Fall 2c: Schlissel in innerem Knoten, beide Séhne
haben Schlissel

+ Stehlen nicht mdglich — Merge()
* Rekursion
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Delete()

* Fall 2c: Schlissel in innerem Knoten, beide Séhne
haben Schlissel

+ Stehlen nicht moglich — Merge()
* Rekursion

(AB) (e k)] (NoJlers)(uvVv)(y z)
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Delete()

 Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlussel, sein
Bruder aber t Schlissel

CLPTX

ae) (EsrNolrsJu V(2
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Delete()

< Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlussel, sein
Bruder aber t Schlussel

(cLpPTX

(A8 (EsxNoJl@rsSJuVI( 2
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Delete()

* Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlissel, sein
Bruder aber t Schlissel

* Rotate()

CLPTX

ae) (EsrNolrsJu V(2
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Delete()

¢ Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlissel, sein
Bruder aber t Schlissel

* Rotate()

L PT X
@/‘@4@ DEIDeVED
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Delete()

* Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlissel, sein
Bruder aber t Schlissel

* Rotate()

LP T X

a8 (s NolrsJu V(2
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Delete()

¢ Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlissel, sein
Bruder aber t Schlissel

* Rotate()
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Delete()

* Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlissel, sein
Bruder aber t Schlissel

* Rotate()

ELPTX

Al (L WNOJrRsSJUVI( 2
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Delete()

¢ Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlissel, sein
Bruder aber t Schlissel

* Rotate(), Rekursion

(ELPTX

(Asld (L NOrRSJUVI( 2
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Delete()

* Fall 3a: Schlissel nicht im aktuellen Knoten, der
entspr. Unterbaum hat nur Schlissel, sein
Bruder aber t Schlissel

» Rotate(), Rekursion

ELPTX

g UxJNJrsIU V(2
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Delete()

» Fall 3b: Schlissel nicht im aktuellen Knoten,
sowohl der entspr. Unterbaum als auch dessen
Briider haben Schlissel

(AB) (e k)] (NoJlers)(uvVv)(y z)
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Delete()

» Fall 3b: Schlissel nicht im aktuellen Knoten,
sowohl der entspr. Unterbaum als auch dessen
Briider haben Schlussel

C L T

S

V(v 2)

(A8) (e k) (Nolers)(
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Delete()

» Fall 3b: Schlissel nicht im aktuellen Knoten,
sowohl der entspr. Unterbaum als auch dessen
Briider haben Schlissel

C L T X

(AB) (e k)] (NoJlers)(uvVv)(y z)
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Delete()

« Fall 3b: Schlussel nicht im aktuellen Knoten,
sowohl der entspr. Unterbaum als auch dessen
Briider haben Schlissel

* Merge zwei der Unterbaume

C L T X

(AB) (e k)] (NoJler s)(uv)(y z)
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Delete()

« Fall 3b: Schlussel nicht im aktuellen Knoten,
sowohl der entspr. Unterbaum als auch dessen
Briider haben Schlissel

* Merge zwei der Unterbaume

CLPTX

(AB) (e k)] (NoJlers)(uvVv)(y z)
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Delete()

« Fall 3b: Schlussel nicht im aktuellen Knoten,
sowohl der entspr. Unterbaum als auch dessen
Briider haben Schlissel

* Merge zwei der Unterbaume

CLPTX

(AB) (e k)] (NoJlers)(uvVv)(y z)
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Delete()

« Fall 3b: Schlussel nicht im aktuellen Knoten,
sowohl der entspr. Unterbaum als auch dessen
Briider haben Schlissel

* Merge zwei der Unterbaume

(cLPTX

obe k) (NoJler s)(uv)(y z)
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Delete()

« Fall 3b: Schlussel nicht im aktuellen Knoten,
sowohl der entspr. Unterbaum als auch dessen
Briider haben Schlissel

* Merge zwei der Unterbaume

CLPTX

aAs) (Eux)] MNolrsiuv(rz
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Zusammenfassung

* B-Bdaume
— Optimierter Zugriff auf externen Speicher
durch Blockung mehrerer Schlussel
— Minimaler/maximaler Fillgrad
— Garantierte Balancierung
— Hysterese bei der Umstrukturierung
— Steal(), Merge(), Rotate()

| Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fal

AACHEN
, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme UNIVERSITY

231



