» Zerlege das gegebene Problem in

* Bottom-up
Teilschritte

* Divide & Conquer ) o ) )
. . + Zerlege Teilschritte in Sub-Teilschritte
* Dynamisches Programmieren ) o
» Zerlege Sub-Teilschritte in

» Caching (Memoization) Sub-Sub-Teilschritte

¢ Branch-and-Bound
° USW.

* Greedy
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Bis Teilprobleme so klein sind, dass direkte Losung moglich



* Bei der Implementierung eines « Top-down
Teilschrittes werden die Sub-
Teilschritte als Black-Boxes verwendet

i . * Divide & Conquer
(Spezifikation!)

. . o * Dynamisches Programmieren
* Betrachte die Teilschritte in der

Reihenfolge der geringsten
Querbezlge

» Caching (Memoization)
* Branch-and-Bound

« Vermeide Seiteneffekte * Greedy
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* Lose Teilprobleme und kombiniere « Top-down

diese zu einer Gesamtlosung - Bottom-up

* Maglich selbst bei unvollstandiger

Spezifikation
* Dynamisches Programmieren

* Bessere Test-Suites parallel zur
Entwicklung (Entwurf &
Implementierung)

» Caching (Memoization)
* Branch-and-Bound

+ Code reuse I? * Greedy
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Divide & Conquer Divide & Conquer

* Meistens: k=2
* Geg.: Problem der Grofde
» Rekursive Implementierung

* Divide: Zerlege das Problem rekursiv

in k Teilprobleme der GroRe * Intuitiv leicht verstandlich (eigentlicher

Algorithmus in den Prozeduraufrufen

» Conquer: Lose kleine Probleme direkt
versteckt)

* Kombiniere die Teillésungen zur
Gesamtlosung

» Aufwand durch Rekursionsgleichungen
beschrieben (Master-Theorem)
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Beispiel: viele Sortieralgorithmen



Find MinMakx iterativ

* MinMax(A[1..n])
min<—1;max < 1;i< 2
i<n
A[i]<A[min]
min < i
Al i]>A[max]
max < i
j— i+l

(A[min],A[max])

Z Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
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»2 % n—2"ist Zahl der Vergleiche

Find MinMax D&C

* MinMax(A[a..b])
b-a<1
(Min(A[a],A[b]),Max(A[a],A[b]))

(ul,vl) < MinMax(A[a...(a+b)/2])
(u2,v2) < MinMax(A[(a+b)/2+1...b])
(Min(ul,u2),Max(v1,v2))
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Find MinMax D&C 2.2 Entwurfsparadigmen

* Top-down
* Bottom-up

* Divide & Conquer

» Caching (Memoization)
* Branch-and-Bound

* Greedy
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D&C MinMax bendétigt also nur die Halfte der Vergleiche zum einfachen Ansatz
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Dynamisches Programmieren

* Reduziere gegebenes Problem
auf kleinere Teilprobleme

* Lose Teilprobleme
» Speichere Teilldsungen in Tabelle

* Kombiniere Teillosungen zur

Gesamtlosung
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Dynamisches Programmieren

» Typisches Muster ...
— Gesucht: beste Losung von 1 bis

— Bestimme: optimale Teillosungen
und fur

— Finde: beste Kombination

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

AACHEN
UNIVERSITY

14



* Im Unterschied zu Divide & Conquer . e
* Matrizenmultiplikation

wird keine top-down Zerlegung,
sondern eine bottom-up Kombination

durchgefuhrt.
— lterative Implementierung
— Speichere Zwischenergebnisse in einer - Zur Berechnung von C sind
Tabelle und vermeide dadurch doppelte o .
skalare Multiplikationen notwendig
Berechnungen
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* Matrizenmultiplikation
Multiplikationen
Multiplikationen
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» Matrizenmultiplikation
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* Matrizenmultiplikation

> minimale Anzahl von skalaren
Multiplikationen zur Berechnung von

: Zahl der Multiplikationen zur
Berechnung von
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Matrizenmultiplikation

Speichere die in einer Tabelle
Basis-Fall:

Berechne sukzessive fur
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MatrixMultiply()

MatrixMultiply(r[0..n])
i—lton
M[i,i] < 0
k—=1ton-1
i—1ton-k
min < i
val < M[i+1,i+k] + r[i-1]xr[i]xr[i+k]
jei+l to itk-1
M[i,j] + M[j+1,i+k]+r[i-1]>r[j]>r[i+k] < val
min < j
val <« M[i,j] + M[j+1,i+k]+ r[i-1]xr[j]xr[i+k]
S[i,i+k] < min
M[i,i+k] < val
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Nach dem Durchlauf des Algorithmus speichert M[1,n] die minimale Zahl der
bendtigten Multiplikationen

21

MatrixMultiply()

MatrixMultiply(r[0..n])
i—lton

Mi,] < 0 Initialisierung
k—1ton-1
i—1ton-k
min < i
val < M[i+1,i+k] + r{i-1]xr[i]xr[i+K]
jeitl to i+k-1

M[i,j] + M[j+1,i+k]+r[i=1]xr[j]xr[i+k] < val
min < j

val < M[i,j] + M[j+1,i+k]+ r[i=1]xr[j]xr[i+k]
S[i,i+k] <= min
M[i,i+k] < val
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MatrixMultiply()

» MatrixMultiply(r[0..n])
i—lton
M[i,i] < 0
k<1 ton-1 Langenindex
i—1ton-k
min < i
val < M[i+1,i+k] + r[i=1]xr[i]xr[i+k]
jei+l to i+k-1
M[i,j] + M[j+1,i+k]+r[i-1]xr[j]=xr[i+k] < val
min < j
val < M[i,j] + M[j+1,i+k]+ r[i-=1]xr[j]xr[i+k]
S[i,i+k] < min
M[i,i+k] < val
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MatrixMultiply()

MatrixMultiply(r[0..n])
i—lton
M[i,i] < 0
k—1ton-1
i1ton-k Berechne M[i,i+k]
min < i
val < M[i+1,i+k] + r[i=1]xr[i]xr[i+k]
jei+l to i+k-1
M[i,j] + M[j+1,i+k]+r[i-1]xr[j]*r[i+k] < val
min < j
val < M[i,j] + M[j+1,i+k]+ r[i=1]xr[j]xr[i+k]
S[i,i+k] < min
M[i,i+k] < val
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Rechenaufwand

¢ |nnerste Schleife:
jeitl o i+k-1
N
¢ Mittlere Schleife:
i<—11t0n-k
+ Aufere Schleife:
k—=11ton-1

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sve

AACHEN
UNIVERSITY

25

2.2 Entwurfsparadigmen

* Top-down
* Bottom-up
* Divide & Conquer

* Dynamisches Programmieren

* Branch-and-Bound
* Greedy
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Memoization

» Effizienzsteigerung beim dynamischen
Programmieren durch Speichern der
Zwischenergebnisse in einer Tabelle
— vermeide doppelte Berechnungen

+ Allgemeines Konzept
(lohnt sich, wenn der Tabellenzugriff
schneller als die Neuberechnung ist)

Z Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
o 6 Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strider, Fabian Emmes, Sve Michael Kremer ]
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Fibonacci (zum letzten Mal)

* MemoFibonacci(n)
F[0..n]
i—0ton
Fl[i]<—-1
Fibo(F,n)
* Fibo(F,n)
F[n]<0
n>1
F[n] < Fibo(F,n-1) + Fibo(F,n-2)

F[n] < n
return F[n]
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2.2 Entwurfsparadigmen Branch-and-Bound

* Top-down * Anwendung bei Suche einer optimalen
+ Bottom-up Losung in einer unendlichen oder sehr

- Divide & Conquer grossen diskreten Menge

» Teile Problemmenge in zwei oder mehr
Teile auf (Branching), es ergibt sich der
Branching-Baum

* Dynamisches Programmieren

» Caching (Memoization)

— Last In - First Out < Tiefensuche
* Greedy — First In - First Out ¢ Breitensuche
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Wenn man schon eine Teillésung hat, kann man Teilbdume der Suche abschneiden.
Bei Optimierungsproblemen: nicht weiter suchen, falls ein Teilbaum zu keiner
besseren, als der bereits gefundenen Losung filhren kann
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Branch-and-Bound

* Erkenne suboptimale Losungen
frihzeitig durch untere/obere
Schranken (Bounds)

— z.B. kann nach dem Finden einer zuldssigen

Losung diese eine Schranke darstellen

* Beispiel: Finden der nachsten Nachbarn
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Erfiillbarkeit Boolescher Formeln

Gegeben eine Boolesche Formel mit Variablen
X1, X2, ... sowie A, v und -

Gibt es eine Belegung der Xi mit wahr oder
falsch, so dass die Formel wahr ist?

Beispiel: X1 A (-X2 v -X1)

Branching anhand des Wertes einer Variable
(also Aufteilung in zwei Mengen)
Nicht-zulassige Kombinationen beschranken
den Suchraum

Wichtig: Geschickte Wahl der Variablen!
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» Wahle heuristisch den aus aktueller Sicht
* Top-down

“besten” Losungsweg
* Bottom-up

» Fuhrt im Allgemeinen nur zu einer lokal
¢ Divide & Conquer optimalen L('jsng

* Dynamisches Programmieren * In Spezialfallen kann Optimalitat garantiert

» Caching (Memoization) werden
» Branch-and-Bound * Beispiel: Rucksackproblem

— optimal fur “Schittgut” (fractional knapsack)
— nur lokal optimal flr “Stiickgut” (0-1 knapsack)
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+ Greedy kann Bruchteile auswahlen + Greedy kann auswahlen
* Gegeben sind drei Teile mit folgenden * Gegeben sind drei Teile mit folgenden Groen:
Grofden: A (3 units), B (5 units), C (7 units) A (3 units), B (5 units), C (7 units)
+ Die Kapazitat des Rucksacks betragt 8 units + Die Kapazitat des Rucksacks betragt 8 units
» Greedy wahlt zuerst Teil C aus. » Greedy wahlt zuerst Teil C aus.
» Die Restkapazitat betragt 1 unit. * Die Restkapazitat betragt 1 unit.
» Greedy wahlt 1/5 von B aus. » Greedy kann mehr auswahlen.
» Der Rucksack ist optimal gefiillt. * Der Rucksack
e e e Michael kremer R Prf . Leif Kol Thones S, Faian e, S Mideler, icae e e

A: Bronze, B: Silber, C: Gold
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2.2 Entwurfsparadigmen

* Top-down

* Bottom-up

* Divide & Conquer

* Dynamisches Programmieren
» Caching (Memoization)

* Branch-and-Bound

* Greedy
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