» Effizienz

= gute Ausnutzung von Resourcen

Entwurfsparadigmen
. * Resourcen
Sortieren . .
= Rechenzeit, Speicherplatz
Suchen

» Aufwand / Komplexitat

= tatsachlicher Verbrauch von Resourcen
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* Matrix mit 2048x2048 Eintragen

* Prozessorleistung . Entry(i,j) = A[ix2048+]]
* Hauptspeicher * Loschen 1:

i<01to0 2047
» Caches je0to 2047

Entry(i,j) < O

. * Loschen 2:
* Betriebssystem je0to 2047

i+0to0 2047
Entry(i,j) « O

» Compiler-Version
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Effizienz eines Algorithmus Effizienz eines Algorithmus

* Implement / Run / Test » Tatsachliche Laufzeit variiert auf

— Abhéngig vom speziellen System unterschiedlichen Computer-Systemen

— Abhangig von der aktuellen Auslastung * Erwartete Laufzeit verschiedener

— Abhéngig von den Testdaten Algorithmen auf dem selben Computer

— Abhingig von der Begabung des kann nur fir lange Berechnungen
Programmierers verglichen werden

— Gibt es noch bessere Algorithmen? (variierende Systemauslastung).

| Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer ——

AACHEN
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Effizienz eines Algorithmus Komplexitatsklassen

* In der Regel interessiert man sich nicht
flr die exakte Anzahl von Operationen,
sondern nur fur die Komplexitatsklasse.

* Beispiel: lineare Liste vs. Suchbaum:

* Performance Charts

— X-Achse : GroRe der Eingabedaten

—Y-Achse : Rechenzeit
—1000 vs. 10
—2000 vs. 11 * Lineare vs. logarithmische Achsen
- — Exakte Werte

— 1000000 vs. 20

— GroRenordnungen
—2000000 vs. 21

| Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strider, Fabian Emmes, Sve Michael Kremer ]
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AACHEN
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Je groRer die Datenmengen, desto groRer die Auswirkungen der Komplexitatsklassen



Komplexitatsklassen Komplexitatsklassen
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[log / log]

Komplexitatsklassen
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Logarithmische Skalierung
Gleiche Steigung => Gleiche Komplexitatsklasse
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Komplexitatsklassen
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Komplexitatsklassen Komplexitatsklassen

o’ 10*
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10° 10°
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[lin / log] [log / log]
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Multiplikation mit kleinem Faktor bringt fir kleine Probleme was, fiir grofRe nicht
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Abstrakte Analyse Stripped Java

* Teilmenge von Java
* Abstrakte Analyse

— Prozedur-Aufrufe
Zahle die wesentlichen Operationen « Integer-Arithmetik

auf einem idealen Computer. * Zuweisungen (Lesen, Schreiben)
+ Die Komplexitat eines Algorithmus ist * if-then-else
. * while
unabhangig von der
* Vollstandig aber einfacher zu

analysieren als full Java

Programmiersprache.

| Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen
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Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sve Michael Kremer ] Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UnvERSITY
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Berechnungsaufwand Berechnungsaufwand

* Prozedur-Aufruf * Integer-Arithmetik (Einheitskosten der
— Speichere Kontext auf dem Stack Elementaroperationen)
— Speichere Riicksprungadresse

— Kopiere aktuelle Parameter . . .
* Konvertiere komplizierte Terme in

die 3-Adress-Form

— Generiere neuen Prozedurkontext

— Kopiere Riickgabewert * Achtung: bei genauer Analyse muf die

— Stelle alten Kontext wieder her Anzahl der Stellen berlicksichtigt
+ Kosten: werden

| Datenstrukturen und Algorithmen
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3-Adress-Form 3-Adress-Form
4

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian E

h h1
hs h1
h;=C+D hy=C+D
n e & e m
3= M 1=M
h,=A+h; N hy=A+h, N
1 1
=4

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Michael Kreme e

AACHEN
UNIVERSITY
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¢ Addition

— Addition einzelner Ziffern:

» Beriicksichtigung des Uberlaufs
* # Sub-Operationen = # Stellen
= log z

* Java-Integer : # Stellen = 32

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emr

AACHEN
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C+ < C— < < C/
Multiplikation
— Multiplikation einzelner Ziffern:
* (10-x1+ x0) - (10-y1 + yo) =
100-x1-y1+10-(X1-yo + Xo-Yy1) + Xo- Yo
« # Sub-Operationen = # Stellen?
= (log 2)?
* Java-Integer : # Stellen = 32

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY
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e G £ C ¢ < C/
* Multiplikation
— Multiplikation einzelner Ziffern:
* (b-x1+X0)-(b-y1+yo)=
bZ-x1-y1+b-(X1-yo+ Xo-y1) + Xo- Yo
« # Sub-Operationen = # Stellen?
= (log 2)?
* Java-Integer : # Stellen = 32

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emr
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* C+ < C— < < C/
» Multiplikation
— Multiplikation einzelner Ziffern:
e (b-x1+x0)-(b-y1+yo)=
X0 Yotb - ((Xo*X1) - (Yo*y1)=Xo - Yo=X1 - y1) +
bZ-x1-y1
- # Sub-Operationen = # Stellen®>8
= (log z)093
* Java-Integer : # Stellen = 32

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer
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e G £ C ¢ < C/
* Multiplikation

— Karatsuba-Multiplikation
* Spart eine Sub-Multiplikation aber
bendtigt drei zusatzliche Additionen
* Lohnt sich nur fir sehr groRe Zahlen !!!

* Es gibt theoretisch noch bessere
Algorithmen

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emr

AACHEN
UNIVERSITY
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» Theorie: Effiziente Algorithmen lohnen
sich vor allem fur grofRe Probleme

* Praxis: Fur kleinere Probleme kdnnen
einfache Algorithmen unter Umstanden
sinnvoller sein.

* Die Klassifizierung grof3/klein hangt
vom Problem und vom Algorithmus ab.

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer
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* Zuweisung (Lesen, Schreiben)

— Einheitskosten

— Caching-Effekte werden vernachlassigt
* Array-Zugriff enthalt eine

versteckte Addition.

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sve

Berechnungsaufwand

AACHEN
UNIVERSITY
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Berechnungsaufwand

X Y z

— Worst Case:
#0P = #0P(X) + max{ #0P(Y), #0P(2) }
— Average Case:
P = Probability(X = true)
#0P = #0P(X) + Px#0P(Y) +
(1-P)x#0P(2)

Datenstrukturen und Algorithmen
jer, Fabian Em

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Str 1mes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
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X Y
— Konstanter Aufwand:
#0P = #Loops x [ #OP(X) + #OP(Y) ]

— Variabler Aufwand:
#0P = #Loops x #OP(X) + SUM(#OP(Y3))

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sve

Berechnungsaufwand

AACHEN
UNIVERSITY
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 Sortiere(A[1..n])
i1
i<n
min « i
je i+l
jsn
A[j] < A[min]
min < j
je il
swap(A[i],A[min])
i itl

Datenstrukturen und Algorithmen
jer, Fabian Em

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Str

1mes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY
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¢ Aufwand der inneren Schleife
« Aufwand der auf3eren Schleife

e Anzahl der Durchlaufe

.. fur ,grofte“ n

| Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sve

AACHEN
UNIVERSITY
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Best / Worst / Average Case

* Verschieden optimistische

Abschdtzungen

— Untere Schranke

— Erwartungswert

— Obere Schranke
Erwartungswert: Mittelwert des
Aufwandes Uber alle moglichen
Eingaben gewichtet mit der
Auftrittswahrscheinlichkeit.

AACHEN
UNIVERSITY

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strader, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer
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* Multipliziere zwei n-bit Zahlen in

Binardarstellung

* Multiply(x,y)

«y 7
G

i—0
result « O
i<n
bit(x,i) =1
result « result + shift(y,i)
i+ i+l

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strader, Fabian Emmes, Sve
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Aufwand

= Anzahl der Additionen

= Anzahl der Einsen in der
Binardarstellung von x

Best Case : ... 0 Additionen

Worst Case: ... N Additionen

Average Case 77?

Datenstrukturen und Algorithmen
s Strider, Fabian Em

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas S 1mes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
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» Mittlerer Aufwand

* Anzahl der moglichen Eingaben

* Anzahl der Eingaben mit k Einsen in

¢ Mittlerer Aufwand ...

Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN AACHEN
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Mittlerer Aufwand
Additionen

Bemerkung zur Kombinatorik
— Permutationen

— Kombinationen

| Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer
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* In der Regel ist das quantitative Zahlen
der Elementaroperationen mihsam
und wenig ergiebig.

» Man ist daher eher an qualitativen
Aussagen interessiert, z.B. wie
verandert sich der Rechenaufwand,
wenn man die Eingabedaten
verdoppelt?

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme

Asymptotische Komplexitat
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» Addition

— Verdopplung der Stellen

— Verdopplung der Sub-Operationen
» Multiplikation / Sortierbeispiel

— Verdopplung der Stellen / Elemente

— Vervierfachung der Sub-Operationen
* Suchen im Suchbaum:

— Verdopplung der Knoten im Baum

— Erhéhung des Suchaufwandes um einen Test
(vollstandiger Baum erhoht sich um ein
Level)

| Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emr
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Asymptotische Komplexitat

* Definition von Schranken fir
Funktionen f,g : N = R«
—0(f) ={g|3c>0 Ing>0 Vn2no : g(n) < c - f(n) }
- Q(f)={g|3c>0Tne>0 Vn2no : g(n) > c-f(n) }
- 0M=0MnNQw=
{ g1 3c>0 Ine>0 Vn2no : f(n)/c < g(n) < c-f(n) }

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strader, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY

Funktionen: Rechenzeit/EingaberéRe
O(f) besteht aus allen Funktionen, fiir welche f eine Oberschranke ist
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Asymptotische Komplexitat

* Definition von Schranken fir
Funktionen f,g : N = R«

[ —0(f) ={g|3c>0 Ine>0 Vn2no : g(n) < c - f(n) }]
- Q@ ={g|3c>0 Anp>0 Vn2no : g(n) > c-f(n) }
- 0M=0MnNQw=

{ g1 3c>0 Ino>0 Vn2no : f(n)/c < g(n) < c-f(n)}

N

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas St T

AACHEN
UNIVERSITY

O(f) besteht aus allen Funktionen, fiir welche f eine Oberschranke ist
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Asymptotische Komplexitat

* Definition von Schranken fur
Funktionen f,g : N = R«
[ -om={gl g < f(n)}]
- Q(f)={g|3c>0Tne>0 Vn2no : g(n) > c-f(n) }
- 0(f) =0() NQ =
{ g1 3c>0 Ine>0 Vn2no : f(n)/c < g(n) < c-f(n) }

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, S

AACHEN
Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY

O(f) besteht aus allen Funktionen, fiir welche f eine Oberschranke ist
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Asymptotische Komplexitat

 Definition von Schranken fur
Funktionen f,g : N = R«
[ -0M={gl3c>0 1g(n) <c-f(n) }
—Q(f)={g|3c>0Ine>0 Vn2no : g(n) > c-f(n) }
- 0(f) = 0() N Q) =
{ g1 3c>0 Ino>0 Vn2no : f(n)/c < g(n) < c-f(n)}

N

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas St T

AACHEN
UNIVERSITY

Konstanter Faktor andert nichts an Komplexitatsklasse!
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Asymptotische Komplexitat

* Definition von Schranken fir
Funktionen f,g : N = R«

[ -0 ={g13c>0 Ino>0 1g(n) <c-f(n)}
- Q(f)={g|3c>0Tne>0 Vn2no : g(n) > c-f(n) }
- 0(f) =0() NQ =

{ g1 3c>0 Ine>0 Vn2no : f(n)/c < g(n) < c-f(n) }

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, S
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Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY
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* Definition von Schranken fir
Funktionen f,g : N = R«

[ —0(f) ={g|3c>0 Ine>0 Vn2no : g(n) < c - f(n) }]
- Q@ ={g|3c>0 Anp>0 Vn2no : g(n) > c-f(n) }
- 0M=0MnNQw=

{ g1 3c>0 Ino>0 Vn2no : f(n)/c < g(n) < c-f(n)}

N

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emr

Asymptotische Komplexitat

AACHEN
UNIVERSITY

Fur alle n>n_0 ist der Berechnungsaufwand hochstens c*F(n)

¢ kann belieb

igen Wert haben

Untere Schranke omega

Schnitt: theta

45

Asymptotische Komplexitat

* Definition von Schranken fir
Funktionen f,g : N = R«

—0(f) ={g|3c>0 Ing>0 Vn2no : g(n) < c - f(n) }

- Q(f)={g|3c>0Tne>0 Vn2no : g(n) > c-f(n) }
- 0M=0MnNQw=
{ g1 3c>0 Ine>0 Vn2no : f(n)/c < g(n) < c-f(n) }

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer ——

46



Rechenregeln Fibonacci-Zahlen

0O(g) falls feO(qg) n=0

+ f+g e O(max{f,g}) = [O(f) falls geO(f) |
SGENE g
F(n-1)+F(n-2) ..n>1

» fxg € O(fxqg)
e gin)=a-fn)+b ArfeQ(l)=gec O
» Schreibweise * F(n) positiv fur alle n

* F(n) wachst fir n > 2 streng monoton

| Datenstrukturen und Algorithmen
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Summe zweier Komplexitatsklassen liegt in maximaler KK
Affine bbildung: g(n) in O(f), da a konstant ist

47



Fibonacci-Zahlen Fibonacci-Zahlen

« F(n) =F(n-1) +F(n-2) * F(n) =F(n-1) +F(n-2)

< 2F) > 2xF(n-2)
X n-—
> 4xF(n-4
< 4xF(n-2) > o
<..
<2m1x F(1) = 272 20-D/2xF(1) ... n ungerade
> 2771xF(2) .. n gerade

« Feo@m, c=1/2
€0@2"), c=1/ « FeQ@™), c=1/N2

Datenstrukturen und Algorithmen
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Fibonacci-Folge wachst hochstens exponentiell schnell! Folge wachst mindestens exponentiell schnell (27(n/2) = 1/sqrt(2)*2/n), 1/sqrt(2)
konstanter Faktor!
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Alternative Definition Typische Komplexitatsklassen

« 1) Elementaroperation
* ,Wachstumsrate® (f,g : N = R.) . O(logn) _ Bindre Suche

0 ... g wachst langsamer

¢ ..gund fwachsen gleich 0

| [ n) Lineare Suche
* limnseog(n) /f(n) =| o .. g wichst schneller

. 2) Sortieren (vorhin)
+ g wichst langsamer :g e O(f)\ ©(f)

. %) Invertieren von Matrizen
+ gund f wachsen gleich :g e O(f)

2" Labyrinth-Suche (vollstandig)
* O(nY) Zahl von Permutationen

(
(
(
* O(nxlogn) Sortieren (spater)
(
(
(

* g wachst schneller :g & O(f)

Datenstrukturen und Algorithmen
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AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UnvERSITY

0O(1): Dauer der Berechnung ist unabhéngig von EingabegroRe!!
Labyrinth Suche: Jede neue Zelle verdoppelt die Anzahl der Pfade, welche durchsucht
werden missen
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Fibonacci-Zahlen

0 .. n
* F(n) = [1 .n=1
F(n-1)+F(n-2) ..n>1

* F(n) positiv fur allen

* F(n) wachst fur n > 2 streng monoton

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sve

AACHEN
UNIVERSITY
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Fibonacci rekursiv

* F(n)

F(n-1) + F(n-2)

n
* TO)=T() =t
* T(n+2) =t + T(n+1) + T(n)

Datenstrukturen und Algorithmen
jer, Fabian Em

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Str

1mes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY
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Fibonace erativ
* Behauptung: T(n) 2 txF(n+1) * F(n)
« Beweis: Vollstindige Induktion ... fo =1
— Anfang:  T(0)=t > txF(1) =t frew =0
T1)=t>txFQ2) =t n>0
— Schritt:  T(n+2) =t + T(n+1) + T(n) frew ¢ fnew + fold
2 t+ txF(n+2) + txF(n+1) fold ¢ frew = fold
2t + txF(n+3) n+ n-1
z th(n+3) fnew
* T(n) € Q2™?) * T(n) =t xn=0O(n)
| Dater,strulfturenunvdAFg?rVithmen o . ur«|\'}’e‘r‘3§§"f ?ater‘nstrulft‘uren nfnvtiAlg?rjthmen I \ o um\‘}ﬁ%w

Vollstandige Induktion: Stelle Behauptung auf, gilt fiir eine Zahl n! Mache Schritt von
n->n+l
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Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sve
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Fibonacci Vergleich

X, 2%/2
[lin/lin]

Iterative Algorithmus deutlich effizienter als rekursiver!

57

Fibonacci Vergleich

0 20

Datenstrukturen und Algorithmen

40

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabiat

80

Sven Middelberg, M

100

X, 2%/2
[lin / log]
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Fibonacci Vergleich

Prof. Dr. Leif

obbelt, Thomas Strod:

X, 2/2
[log / log]

AACHEN
UNIVERSITY
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Standardabschdtzungen

* Reihensummen
— Geschachtelte Schleifen
» Abschatzung durch Integrale
* Vollstandige Induktion
* Rekursionsgleichungen
— Eliminierung
* Master-Theorem

* Direkter Ansatz

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emi Middelberg, »

AACHEN
UNIVERSITY
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Reihensummen Reihensummen

* Geschachtelteschleifen » GeschachtelteSchleifen

e
01(1) " _ om) i—liondoOl) = Om)
et i—liondoO(i) = 0m)
o(i) = 0 i+<lton
je~ltondo0O@) = 0m)
i—lton
jelt0ido0d) = 0om)
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Schleifendurchlauf bis i ist trotzdem O(n), da die Anzahl der Iterationen effektiv
halviert wird
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» Abschatzungen der Summe

« Geschachtelte Schleifen — Summanden monoton wachsend / fallend

— Generell: der Aufwand einer k-fach
geschachtelten Schleife (mit linear
beschrankten Laufintervallen) besitzt als
obere Schranke ein Polynom vom Grad

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals
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Hochter Exponent des Polynoms!
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Abschatzung durch Integral Abschatzung durch Integral

* Abschdtzungen der Summe » Abschatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend — Summanden monoton wachsend / fallend
— Interpretation als Approximation eines — Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals bestimmten Integrals
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Abschatzung durch Integral

* Abschatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals
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Abschatzung durch Integral

» Abschatzungen der Summe
— Summanden monoton wachsend / fallend

— Interpretation als Approximation eines
bestimmten Integrals
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Abschatzung durch Integral

* Beispiel
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Vollstandige Induktion

* Behauptung
» Zeige: Behauptung gilt fur

» Zeige:Wenn die Behauptung fir ein
gilt, dann gilt sie auch fur
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Vollstandige Induktion Vollstandige Induktion

* Behauptung:

* Beweis:
* Behauptung:

* Beweis:

o

nach Induktions-
voraussetzung
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Rekursionsgleichungen

Elimination
Master-Theorem

Direkter Ansatz
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Rekursionsgleichungen

* F(n) =a+ bxF(n-1)
* F(n) = a+ bxF(n-1) + cxF(n-2)

* F(n) =a+ bxF(n/c)
* G(m) = F(c™)
— G(m) = a + bxG(m-1)
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 F(n) = a(n) + b(n)xF(n-1) - F(n) =n+F(n-1) gin:cgches
ortieren

* F(n) = a(n) + b(n)xF(n-1) + c(n)xF(n-2) =n+ (n-1) + F(n-2)

« F(n) = a(n) + b(n)xF(n/c) =n+(n-1)+..+1+F(0)

* G(m) = F(c™) : (n)zf;)—l) /2 +F(0)

— G(m) = a(n) + b(n)xG(m-1)
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1. Rekursionsgleichungaus Algorithmus ableiten
2. Rekursionsgleichung l6sen!
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* F(n) =F(n-1) + F(n-2) Fibonacci
= 2xF(n-2) + F(n-3) * Typisch:
= 3xF(n-3) + 2xF(n-4) * Einfach, wenn
= 5xF(n-4) + 3xF(n-5) « Sonst: finde mit
B « Dann gilt:
=777
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Formel nicht einfach ableitbar

77



L e T() =4xT(n/2) Multiplikation
e T(n) =T(n/2)+1 glunca;wree - 16xT(n/4) groRer
=T(n/4)+1+1 _ 64xT(n/8) Zahlen
=T(/8)+1+1+1 )
I - 4unxT()
=T(1) +logn - nxT(1)
= O(logn) _om)
‘ Eja‘ferr,'st‘r‘u‘lfturen und Al« der, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer B E)afernst‘ru‘ktrur}eln‘ung‘A‘lgorlfrT?nF sian Emm: Middelberg, Michael Kreme RER

Id: logarithmus dualis (Zweierlogarithmus)

Wahl des Logarithmus ist egal, da sie sich nur durch konstante Multiplation
unterscheiden. Dies gilt nur solange die logarithmen nicht im Exponenten
auftauchen!
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Multiplikation
R

« T(n)= 4xT(n/2) + 3xn S lon

= 16xT(n/4) + 12xn/2 + 3xn

= 64xT(n/8) + 48xn/4 + 12xn/2 + 3xn

Ixnx(n+..+4+2+1)
= 3xnx(2(l°9 n)+1_1)
= 3xnx(2xn-1) =0(n?)
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Ausfihrlich mit Additionen!

81

_ effizientes
T(n)=2xT(n/2) + n Sortieren
=4xT(n/4) + 2xn/2 + n
= 8xT(n/8) + 4xn/4 + 2xn/2 + n

= 2(log n)~1xpn /200914 4 9xn/2 +n

= nxlogn
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Schwieriger zu sehen. Grenzen der Elimination!
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Master-Theorem

C n=1

* T(N)= | axT(n/by+exn n>1
[ om) .a<b

* T(n) = O(nxlogn) ..a=b
| O(ntosw?) .a>b
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Master-Theorem

e ...sei
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« T(n) =
*a<b: T(n) <
*a=b: T(n) =

*a>b: T(n) =

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strider, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer ]

85

Master-Theorem
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Master-Theorem Master-Theorem

« Tn)= [ ¢ .n=1
| axT(n/b)+cxn .n>1
. _ [ om ..a<b
T(n) O(xlogn) ..a=b
L O(nlogba) ..a>b
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 Standard: T(n)= 4xT(n/2) + 3xn

. = B C .n=1
Tm | axT(n/b)+O(m?)  ..n>1 = 0(n44
=0(n?)
. Tt = [ o) La<bp - Karatsuba: T(n) = 3xT(n/2) + 6xn
(n) = O(nPxlogn) ..a=bP = O(n\3)
| O(n'o9v?) ..a>bpP
= 0(n1.58)
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Direkter Ansatz

F(n) = F(n-1) + F(n-2)

* Ansatz : F(n) = "

(pn=(pn—1+(pn—2
e @'=p+1
& @-p-1=0
& @:=(1%V5) /2
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Direkter Ansatz

.« = (1%V5) /2

F(n) = oxxep+" + Bxep-n

*FO)=a+B=0 = ax=-B
F(

1) = oxeps + Brep- = ax(pr - @) =1
= a=1A5

+ F() = (@~ 1) /5
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