Abstrakte Datentypen » Hierarchische Datenstruktur

Lineare Strukturen — Zusammenfassung von Gruppen
(z.B. Bund / Lander / Gemeinden)

— Eindeutige Schachtelung
» Typische Anwendungen
— Such- / Entscheidungsprobleme
— Strukturierte Aufzahlung
— Komplexitatsreduktion

Prioritatsschlangen
Graphen
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Warum brauchen wir Bdume? Suchen/Entscheiden geht schneller hierarchisch als linear.



Definitionen

* Menge von Knoten
( ... beliebiger Datentyp)

* Menge von Kanten

( ... Knotenindizes)
 Falls , dann ist
Vorganger von o
Nachfolger von
(a,b) Yo
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+ Eine Folge von Kanten
heif3t Pfad von vi1 nach

» Fir i = ix ist dieser Pfad ein Zyklus
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* Ein Baum besteht aus einer
Menge von Knoten \/ und einer
Menge von Kanten E, so dass gilt:

— Es gibt keine Zyklen

— Jeder normale Knoten hat genau einen
Vorganger

— Es existiert genau ein Wurzelknoten,
der keinen Vorganger hat

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas bian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY

Abgeleitete Eigenschaften

» FuUr jeden Knoten existiert ein
eindeutiger Pfad, der ihn mit
dem Wurzelknoten verbindet.

Eindeutig [} Entscheiden,
Suchen
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Abgeleitete Eigenschaften Weitere Begriffe

» Jeder Knoten ist Wurzelknoten eines + Die Tiefe eines Knotens ist gleich der
zugehorigen Sub-Baumes (wird Lange des zugehdrigen Pfades von

spater zur Definition des ADT der Wurzel.

verwendet). » Die Hohe eines Baumes ist gleich der
Tiefe des tiefsten Knotens.

* Der Grad eines Knotens ist die
Anzahl seiner Nachfolger.
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Rekursive Definition!



Weitere Begriffe Weitere Begriffe

* Der eine Knoten ohne Vorganger
heil’t Wurzelknoten

* Knoten ohne Nachfolger heillen
Blatter

* Knoten mit Nachfolgern heifl3en
innere Knoten

+ Seien die Nachfolger des
Knotens v, dann gilt fur alle

* Gilt auRerdem fiir alle

« dann heif3t der Baum balanciert.
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Das Suchen/Einfligen auf balancierten Baumen hat eine deutlich geringere mittlere
Laufzeit als auf unbalancierten Baumen.



Weitere Begriffe Darstellung von Baumen

+ Gilt fur alle Knoten v mit Nachfolgern
eines Baumes: + Klammerung

* Mengen

» Strukturierte

S0 heifit er vollstandig. Inhaltsverzeichnisse

+ Bei vollstandigen Baumen ist allerdings
erlaubt, dass fir
die Sub-Baume entweder
die Hohe 0 haben oder leer sind.

Datenstrukturen und Algorithmen
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Diese Darstellung wird in der Informatik tiblicherweise verwendet, da sie sehr
anschaulich ist.
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Darstellung von Baumen Darstellung von Baumen

* Graph * Graph
+ Klammerung

* Mengen
e Strukturierte » Strukturierte
Inhaltsverzeichnisse Inhaltsverzeichnisse
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Darstellung von Baumen Konventionen

* Graph * In den meisten Anwendungen
betrachten wir nur Baume mit
beschranktem oder konstantem
Knotengrad (z.B. Binarbaume).

* Klammerung
* Mengen

+ Wie bei Listen benétigen wir einen
Marker, der anzeigt, wo die nachste
Operation angewendet werden soll.
In der Regel ergibt sich dieser aus
dem Algorithmus.
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Gangige Darstellung von z.B. Dateisystem in den meisten Betriebssystemen.
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Datentyp: Bindrbaum Datentyp: Binarbaum

+ Knotentyp ... beliebig » Empty(Create()) = true

* Create : — Tree Empty(Node(L,V,R)) = false

* Node : Tree x Val x Tree — Tree + Left(Node(L,VR)) =L

o Left . Tree— |+ Right(Node(L,V,R)) =R ]
Tree [+ Value(Node(L,V,R)) =V )

* Right : Tree — Tree

* Value : Tree — Val

« Empty : Tree — Bool

Datenstrukturen und Algorithmen
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Konstruktoren: Create & Node
Getter: Left & Right & Value
Empty: Baum leer?
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Implementierung Implementierung

» Pointer (einfach / doppelt)
* Anchor / Sentinel
» Knotengrade (fest / variabel)

* Array-Implementierung fur
vollstdndige Baume
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Implementierung

A,
A
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Implementierung

Variable
Knotengrade

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer Loz

Listen von Child Nodes

23

Array-Implementierung

* Vollstadndige Baume (z.B.
Binarbaume)

= Anzahl der Knoten der Tiefe

—

» Speichere die Knoten der Tiefe k in
den Array-Eintragen

» Jeder Knoten findet seine
Nachfolger in und

Datenstrukturen und Algorithmen
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Array-Implementierung
| I)(i | | I)(Zi I)(2i+1,__ | | IXi | | I)(Zi L(2]+1 |
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Beispiel: Arithmetische Terme

+ ,normale” (Infix) Notation:
+ Postfix Notation:

« Prafix Notation:

(Polnische Notation)
» Vorteil: keine Klammern notwendig!
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Stack-Computer

ABCD+*E/+

top
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Stack-Comput

BCD+*E/+

top

29

Stack-Computer

CD+*E/+

top

trukturen und Algorithmen
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Stack-Comput

D+*E/+

top
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Stack-Computer

+*E/+

top
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Stack-Computer

*E/+

top

Datenstrukturen und Algorithmen
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Stack-Computer

B*(C+D)

\

E/+

A |\

top

trukturen und Algori

if Kobbelt, Thom
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Stack-Computer Stack-Computer

|+ +
B*(C+D) (B*(C+D))/E

\ \
A\E A\

top top

Datenstrukturen und Algorithmen trukturen und Algori

Prof. Dr. Leif It, Thoma r, Fabian Emme M Michael Kremer if Kobbelt, Thom
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Stack-Computer

A+(B*(C+D))/E

\
\

top

| Datenstrukturen und Algorithmen
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Arithmetische Terme

= oder
von
= von
 Hierarchische Struktur —
Baumstruktur
— Grundoperationen: R x R - R
* Binarbaum
* Rekursive Struktur — Rekursive
Prozedur

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
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Arithmetische Terme unterliegen Hierarchie. Deshalb bietet sich Darstellung als
Baum an.
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Term — Binarbaum Term — Binarbaum

* BinTree ReadTerm()
L «— ReadProduct()
op < getChar()
op="+orop="-
R « ReadProduct()
L <« Node(L,op,R)
op < getChar()

Term:

—

Datenstrukturen und Algori en
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strider, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY

ANCHEN
UNIVERSITY ) Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

Jeder Baumknoten steht fir das Produkt (Term) seiner zwei S6hne. Jeder Sohn kann
entweder wiederum ein Baumknoten (Sub-Term) oder ein Blatt (konkrete Zahl) sein.
Die Auswertung erfordert in dem Fall eine Tiefentraversierung des Baumes.
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Term — Binarbaum

Product:

| Factor | | Factor |

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
mas Stroder UNIERSITY
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Prof. Dr. Leif Kobbelt, Th
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Term — Binarbaum

* BinTree ReadProduct()
L = ReadFactor()
op < gUtCildl()
op="*orop="
R < ReadFactor()
L <« Node(L,op,R)
op < getChar()
L

—
S
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Term — Binarbaum Term — Binarbaum

* BinTree ReadFactor()

Factor: ¢ «— getChar()

cin{'a, ..z}

Node(Create(),c,Create())

Ie="(C

_ L «— ReadTerm()

. c«qgetChar() // c=") )

( L J

A

Y
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erm — Binarbaum

A+B*(C+D)/E

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr. Le belt, Thomas ler, Fabian Emme Middelberg, Michael Kremer
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Term — Binarbaum

+B*(C+D)/E

ReadTerm()
ReadProduct()
ReadFactor()

Datenstrukturen und Algori
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B*(C+D)/E ©

ReadTerm() .

Datenstrukturen und Algorithmen
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*(C+D)/E ©

ReadTerm() .
ReadProduct()
ReadFactor()

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
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(C+D)/E © C+D)/E ©

ReadTerm() . ReadTerm() .
ReadProduct() ReadProduct()
ReadFactor()
. ReadTerm() .
ReadProduct()

ReadFactor()
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+D)/E . D)/E .

ReadTerm() . ReadTerm() .
ReadProduct() ReadProduct()
ReadFactor() ReadFactor()

ReadTerm() . ReadTerm() .
ReadProduct()

ReadFactor()
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JE ©

ReadTerm() .
ReadProduct()

ReadFactor()

ReadTerm() .
ReadProduct()

ReadFactor()
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E ©

ReadTerm() .
ReadProduct()
ReadFactor()
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E ©

ReadTerm() .
ReadProduct()
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Term — Binarbaum

ReadTerm() . ‘
ReadProduct()

trukturen und Algorithmen
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Term — Binarbaum

ReadTerm() . .
ReadProduct()

ReadFactor()
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Term — Binarbaum

ReadTerm() .
ReadProduct()

trukturen und Algorithmen
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erm — Binarbaum Term — Binarbaum

ReadTerm()

Datenstrukturen und Algorithmen Datenstrukturen und Algorithmen
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Klammerung hat hochste Prioritat. Dann gilt Punkt vor Strichrechnung. Der
resultierende Baum ist bis auf Rotation der Sub-Bdume eindeutig.
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Traversierung Traversierung

» Traverse(BinTree T)
Leaf(T)
output(Value(T))

Traverse(Left(T))
Traverse(Right(T))

Datenstrukturen und Algorithmen
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Traversierung Traversierung

» Operator (= Knotenwert) steht
— vor den Argumenten — Prafix
— zwischen den Argumenten — Infix
— nach den Argumenten — Postfix
» Einfache Varianten der rekursiven
Traverse

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stréder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kreme:

AACHEN
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n und Algorif
elt, Thomas bian Emme:
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Reihenfolge der Traversierung definiert, ob Préafix/Infix/Postfix
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* Traverse(BinTree T)

* Traverse(BinTree T)

—

| Datenstrukturen und Algorithmen
6 Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fal
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Leaf(T) Leaf(T)
output(Value(T)) output(Value(T))
output(Value(T)) Traverse(Left(T))
Traverse(Left(T)) output(Value(T))
Traverse(Right(T)) Traverse(Right(T))

Y

Datenstrukturen und Algorithmen
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* Traverse(BinTree T)
Acht Kla 2
Leaf(T) for korrokle Synax

OUtpUt(Value(T)) notwendig !

output("(")
Traverse(Left(T))
output(Value(T))
Traverse(Right(T))
output(’)")

P Datenstrukturen und Algorithmen
6 Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fal

Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY
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* Traverse(BinTree T)
Leaf(T)
output(Value(T))

Traverse(Left(T))

Traverse(Right(T))
output(Value(T))

AACHEN
UNIVERSITY
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Traversierungsstrategien L DepthFist

* Rekursive Algorithmen * Traverse(BinTree T)
— Depth-first Leaf(T)
« Préfix / Infix / Postfix output(Value(T))
* Nicht-rekursive Algorithmen
— Depth-first (Stack) Traverse(Left(T))
— Breadth-first (Queue) Traverse(Right(T))

| Datenstrukturen und Algorithm Datenstrukturen und Al

AACHEN AACHEN
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* Traverse(BinTree T)
S « CreateStack()
S « Push(T,S)
DepthFirst(S)

Datenstrukturen und Algorithmen
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* DepthFirst(Stack S)

( not Empty(S) ]
f T < Top(S) )
S « Pop(S)
L ... do something with T ... )
f not Empty(Right(T)) )
L S « Push(Right(T),S) )
f not Empty(Left(T)) )
L S « Push(Left(T),S) )

Datenstrukturen und Algorithmen
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Breadth-First Breadth-First

» Zahle die Knoten nach ihrer Tiefe * Traverse(BinTree T)
sortiert auf, d.h. alle Knoten mit Tiefe Q « CreateQueue()
vor dem ersten Knoten mit Tiefe Q < Enq(T,Q)
BreadthFirst(Q)

» Labyrinth-Suche: Gehe nicht bis zur
Sackgasse (depth-first), sondern
probiere erst alle Pfade der Lange
vor den Pfaden mit Lange

* Verhindert unendliches Suchen

3 Datenstrukturen und Al AACHEN
6 UNIVERSITY

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom
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Breadth-First

» BreadthFirst(Queue Q)

( not Empty(Q) J
[ T — Get(Q) )
Q < Deq(Q)
L ... do something with T ... )
f not Empty(Left(T)) ]
L Q «— Enq(Left(T),Q) )
" i not Empty(Right(T)) )
\ Q < Enq(Right(T),Q) )

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fal

AACHEN
bian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer ]

75

+ Baume ermdoglichen wesentlich
schnelleren Zugriff auf Elemente
als bei lineare Strukturen

+ Sortiere die Knoten (kommt spater)

— 1-dimensional
— k-dimensional

Datenstrukturen und Algorithmen
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Anzahl der Knoten Hohe des Baumes

e Fir n Knoten ist die maximale Hohe
des Binarbaumes:

* Die minimale Hohe:

¢ Minimale Anzahl von Knoten in einem
Binarbaum der Hohe

* Maximale Anzahl:

* Die eines Knoten beschreibt
die Anzahl der Zugriffe, um ihn zu
finden.

Datenstrukturen und Algorithmen
der, Fabian E
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Fragen der Effizienz Fragen der Effizienz

» Optimaler Zugriff bei vollstandigen * Minimale Anzahl von Knoten
Baumen. Diese sind aber nicht immer
einfach zu konstruieren.

« Balancierte Baume ...

Datenstrukturen und Algorithmen
Fat
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Fragen der Effizienz Suchen in Suchbaumen

* Minimale Anzahl von Knoten
» Knoten sind sortiert angeordnet

(Sortieralgorithmen spater)

* Maximale Hohe fir n Knoten = maximaler Knotenwert im Baum T

= minimaler Knotenwert im Baum T

— Sortierung ... fir alle Knoten/Sub-Baume gilt:

| Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer ]
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Suchen in Suchbaumen

Suchen in Suchbaumen

» Bool Search(Element X, BinTree T)
+ Depth-first Traversal | 11X =Value(T) ]
— Mit jedem Test kann bis zu der Halfte \, true <
der Knoten ausgeschlossen werden. Leaf(T)

L false )

f X < Value(T) )

L Search(X,Left(T)) )

L Search(X,Right(T)) )

Datenstrukturen und Algorithmen

Prof. Dr

Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer
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Einfiigen und Léschen

* Bei Suchbaumen bestimmt der Wert
des Elementes die Position im Baum
(impliziter Marker)

+ Einfugereihenfolge bestimmt die
Struktur (bessere Algorithmen spater)

» Loschen innerer Knoten nicht trivial

Datenstrukturen und Algorithmen
or, Fal

AACHEN
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85

N\

. Insert(X,Create()) =
Node(Create(),X,Create()) )

* Insert(X,Node(L,Y,R)) =
Node(Insert(X,L),Y,R) ... if X <Y
Node(L,Y,Insert(X,R)) ... if X > Y

Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strder, Fabian Emmes,

AACHEN
UNIVERSITY

Sven Middelberg, Michael Kremer
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+ Remove(X,Node(L,Y,R)) =
Node(Remove(X,L),Y,R)...if X <Y
Node(L,Y,Remove(X,R)) ... if X > Y *_Remove(X,Node(L,X,R)) =
/I X#Y [ Nodg](cll?_e;ngve(lt\/l?)x(L),L),Max(L),R) ]
| reate
m:imggzgli,i,%iate())z f\;ax(R) [ Node(L,Min(R),Remove(Min(R),R)) J
: — ... if L = Create() and R # Create()
", Min(Node(Create() X,R) = X | Create() ... if L=R = Create() )
Min(Node(L,X,R)) = Min(L)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
f. | n der, Fal abian Emmes, Sve

UNIVERSITY Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Strider, F: UNIVERSITY
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eispiel

Remove@ ,T)

Datenstrukturen und Algorithmen

AACHEN Datenstrukturen und Algorithmen
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Stroder, Fabian Emme Middelberg, Michael Kremer ]

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thom rder, Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer

89



Remove@ ,Node(CreateQ) ,Create())) Create()

. Pee
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eispiel

Remove(Q),T)
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Remove(@ ,Node(L, ©.R))
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Remove(@ ,Node(L,© ,R))
@ = Max(L)
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Remove(@ ,Node(L,© ,R))

@ = Max(L)
Remove(@),L)
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Remove(Q ,Node(L,@ .R))

@ = Max(L)
Node(Remove(@.L).@.R)

Datenstrukturen und Algorithmen AACHEN
Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas Fabian Emmes, Sven Middelberg, Michael Kremer UNIVERSITY

98



Datenstrukturen und Algorithmen
F:

Prof. Dr. Leif Kobbelt, Thomas abian Emm

en Middelberg.

Michael Kremer

AACHEN
UNIVERSITY

99

Verwende 2-nire Baume
— Quadtree (R?)
— Octree (R®)
kD-Baume (k-dimensionale
Binarbaume)
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k-dimensionale Suchbaume

Beispiel: Suche nach Punkten im R?
(n&chste Tankstelle, ...) oder im Rk
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In dieser Baumstruktur wird der nD-Raum in 22n uniforme Bereiche partitioniert. Im
nachsten Schritt wird jeder dieser Bereiche wieder in 27n gleichgroRe Bereiche
unterteilt, usw.

Im Zweidimensionalen heift der Baum ,,Quadtree”, weil der Raum in jeweils 242 = 4
gleichgroRe Bereiche geteilt wird. Das Aquivalent im Dreidimensionalen ist der
Octree (273 = 8). Die Unterteilung geschieht solange, bis eine gewiinschte Auflésung
erreicht ist oder jede Zelle eine bestimmte maximale Anzahl an Elementen enthalt.
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Datentyp: Binarbaum
+ Jeder Knoten enthalt einen k-dim. Wert
Sortierung fur Knoten T der Tiefe

Subskript h bedeutet: Verwende die
-te Koordinate
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Weitere Baumstrukturen ...

+ Baum-Strukturen beschleunigen die
Suche in groRen Datenmengen.

« Einfligeoperationen beeinflussen die
Verteilung der Knoten im Baum.
+ Ldéschungsoperationen kdnnen eine

komplexe Umstrukturierung des
Baumes bewirken.
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